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Van der Poi - Duffing 系统的非共振 Hopf 分叉!
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摘 要：用多尺度法求出了系统的一次近似平均方程和极坐标形成的分叉响应方程。研究了系统非共

振情况下的平衡点性质和 Hopf分叉，讨论了零解和极限环的稳定性
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Abstract：In this paper，the probiem of nonresonant bifurcation in noniinerar osciiiation system is studied，the response eguation
of bifurcation of the system is derived and the stabiiity of Limit cycie is anaiyzed respectiveiy.

Key words：noniiner osciiiation；Hopf bifrucation；iimit cycie，stabiiity

Van der Poi-Duffing振子是一种典型的非线性振动系统。因其重要的应用背景和丰富的动力学特性

而一直受到人们的重视。对其分叉问题的研究已取得了许多成果［1 - 4］。但未见有关非共振情况下分岔

研究的报道。

本文对 Van der Poi-Duffing系统在参量激励下的非共振情况的分叉特性进行了研究。借助于多尺度

法导出了系统的平均方程和极坐标形式的分叉响应方程；研究了定常解的稳定性。本文的结果表明，

非共振情况下，参量激励的 Van der Poi-Duffing振子在!= 0处发生 Hopf分叉，并在一定的条件下存在

稳定的极限环。

1 平均方程和分叉响应方程

考虑参量激励下的 Van der Poi - Duffing系统

 x +U2 x +E［（H - ax2）'x +Bx3 +YcosOt·x］= 0 （1）
其中 0 <E< 1，H，O，B，Y为常数。

用多尺度法求方程（1）的一次近似解，设

x（ t，E）= x0（T0，T1）+Ex1（T0，T1）+ ⋯⋯ （2）
其中，T0 = t，T1 =Et。因此

d
dt = "

"T0
dT0
d t + ""T1

dT1
d t = "

"T0
+E ""T1

= D0 +ED1 （3）

d2
dt2 = D2

0 + 2ED0D1 +E2D2
1 （4）

又设U = nO +EO （5）
当 n = 1，2，3，⋯时，系统发生主共振，超谐共振；当 n = 1 / 2，1 / 3，⋯时，系统发生亚谐共

振；当 n 取其它值时，系统非共振。
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将式（2），（3），（4）和（5）代入方程（l），并令等式两边 同次幂的系数相等，得下列微分方

程组

D2
0 x0 +（n ）2 x0 = 0 （6）

D2
0 xl +（n ）2 xl = - 2D0Dl x0 -（ - x20）D0 x0

- x
3
0 - 2n  x0 - x0cos T0 （7）

⋯⋯

设方程（6）的解为

x0 = A（Tl）ein T0 +!A（Tl）e- in T0 （8）
代入方程（7），得到

D2
0 xl +（n ）2 xl =［- 2 in DlA -（ - A!A）in A

- 3 A
2!A - 2n  lA］ein T0 +（ in  A3 - A

3）e n t0

- l
2 A（ ei（l+ n） T0 + ei（n-l） T0）+ CC （9）

式中符号 CC 表示右端函数的共轭复数部分。要使解中不出现久期项，必须 ein T0的系数为零，

即

DlA = l
2（ - A A）A + 3

2 i  n 
A2!A + i A （l0）

设

A = l
2 ei （ll）

这里， = （Tl）， = （Tl）为实函数，将（ll）式代入方程（l0），得到

a'e i + ia 'e
i = - l

2（ -  4 a2）aei + i（ 3
8
 
n 

a3 + a）ei 

消去公因子 ei ，并分离实部和虚部，得到一次近似下的极坐标形式的平均方程

a' = - l
2（ -  4 a2）a

a ' = 3
8
 
n 

a2 + ）{ a
（l2）

令 a' = 0，得分叉响应方程

l
2（ - a

4 a2） = 0 （l3）

由此解得系统的定常解

al = 0

a2 = 2  "  > 0， > 0，或 < 0， <{ 0
（l4）

式（l4）表明，当 < 0时，若 < 0，系统有零解 a = 0 和非零解 a = 2  " ；若 > 0，只有零

解。当 > 0，若 < 0，系统只有零解；若 > 0，系统既有零解，也有非零解。因而，系统在参数 
= 0处发生分叉。

! 定常解的稳定性

为研究定常解的稳定性，需要将方程（l0）用直角坐标表示。令

A = U + i1 （l5）
其中，U = U（Tl）， 1 = 1（Tl）是实函数。代入方程（l0），得到

U' + i1' = - l
2［ - （U2 + 12）］（U + i1）
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+ 3
2 i BnO

（u2 + 12）（u + i1）+ iO（u + i1） （16）

将实部和虚部分离，得

u' = - 1
2Hu -O1 +（ 1

2Ou - 3
2n
B
O

1）（u2 + 12）

1' =Ou - 1
2H1 +（ 1

2O1 - 3
2n
B
O

u（u2 + 12{ ））

（17）

方程组（17）的 Jacobi矩阵为

! =
- 1

2H + 1
2O（3u2 + 12）- 3

n
B
O

u1 -O - 3
2n
B
O
（u2 + 12）+（Ou - 3

2n
B
O

1）1

O + 3
2n
B
O
（u2 + 12）+（O1 + 3

2n
B
O

u）1 - 1
2H + 1

2O（u2 + 312）+ 3
n
B
O











u1

（18）

对于零解，即 u = 1 = 0，Jacobi矩阵简化为

!0 =
- 1

2H -O

O - 1
2











H

（19）

其特征方程为

?2 +H? + 1
4H

2 +O2 = 0 （20）

由此得到零解对应的特征值为

? = - H2  i \O \ （21）

根据特征值，可确定零解的稳定性。由式（21）知，当H< 0 时 Re（?） > 0，因而零解是不稳定

的，即原点是不稳定焦点。当H> 0时，Re（?） < 0，从而零解稳定，原点为稳定焦点。当H= 0 时，

Re（?） = 0，零解的稳定性可用下面的方法确定［5］。

设H= 0，Jacodi矩阵 !0（H） IH= 0 = !0（0）的特征向量为 "1 + i"2，则由

［!0（0）-?（0）#］｛"1 + i"2｝= 0 （22）
求得，"1 =（1， - 1）T，C2 =（1，1）T，因而特征向量矩阵为

$ =
1 1
-[ ]1 1

（23）

以 $ 为变换矩阵对方程组（17）作以下的线性变换：

u[ ]1 = !
y[ ]Z =

y + Z
Z -[ ]y （24）

得到当H= 0 时的标准形：

y' = -OZ + f（y，Z）
Z' =Oy +  （y，Z{ ）

（25）

其中

f（y，Z）=（Oy - 3
n
B
O

Z）（ y2 + Z2）

 （y，Z）=（ 3
n
B
O

y +OZ）（ y2 + Z2{ ）

（26）

由此可以求得

C = 1
16（ fyyy + fyZZ +  yyZ +  ZZZ）+ 1

16O
［ fyZ（ fyy + fZZ）-  yZ（ yy +  ZZ）

- fyy yy + fZZ ZZ］y = 0，Z = 0

=O （27）
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据此，可确定!= O时，零解的稳定性。当"< O时， ! < O，零解稳定；当"> O 时， ! > O，零解

不稳定。

以下判定非零解即极限环的稳定性，分两种情况讨论：

（1）"> O，根据（14）式，极限环只存在于!> O区域内，系统在!= O处发生超临界 Hopf分叉。

根据前面的讨论，因"> O时，!= O处的零解（#= O）不稳定，又
c
c!

R"（$）］
!= O

= - 1
2 < O，根据

Hopf分叉定理，Hopf分叉产生不稳定的极限环。

（2）"< O，根据（14）式，极限环只存在于!< O区域内，系统在!= O处发生亚临界 Hopf分叉。

因"< O时，!= O处零解稳定。又
c
c!

Re（$）］
!= O

= - 1
2 < O，按 Hopf分叉定理，Hopf 分叉产生稳定

的极限环。

! 结论

（1）在非共振情况下，Van cerPoI - Duffing 系统在! = O 处发生 Hopf 分叉。所产生的极限环半径

为 2 !!"与用其他方法所得结果完全一致。

（2）在参数区域!< O，"< O的区域里，由 Hopf分叉产生的极限环是稳定的；在其他区域，极限

环不稳定。
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