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基于正交最小二乘估计的非线性时间序列的预测!

沈 辉，胡德文

（国防科技大学机电工程与自动化学院，湖南 长沙 410073 ）

摘 要：在对非线性时间序列的短期预测中经常采用局部线性化的预测算法，原有的算法使用普通最

小二乘法（LS）估计近似线性模型的参数。对于存在噪声的数据，该算法的数值稳定性较差。本文在对非

线性空间进行局部线性化的基础上，采用正交最小二乘方法（OLS）对线性模型同时进行结构选择与参数

辨识，改善了数值的病态特性，增强了算法的稳定性。
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Nonlinear Time Series Prediction Based on Orthogonal Least Sguares Algorithm
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Abstract：LocaI Iinear prediction is often appIied to predict nonIinear time series，which uses the ordinary Ieast sguare（LS）

method to estimate the parameters in the approximated Iinear modeIs. If there exists noise in the process，the computationaI stabiIity of
the method is rather poor. This paper presents an improved method that uses the orthogonaI Ieast sguare（OLS）aIgorithm to estimate both
the structure and the parameters in the Iinear modeIs from Iinearizing IocaIIy the whoIe nonIinear space. The proposed method can soIve
the iII - posed numericaI probIem to some extent and increase the stabiIity of prediction aIgorithm.
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在非线性时间序列的预测中经常采用局部线性化方法，基本思想是通过相空间重构［1］，根据时间

序列将目标点周围的邻域线性化，由构造的线性模型得到下一个预测点。其优点是算法简单，不需要

了解整个系统的动态行为，只需要根据待测点附近的样本值对下一时间进行预测。

然而，除了将非线性局部空间近似为线性空间所带来的误差，基于普通最小二乘估计（LS）的局

部线性化方法［2］的固有弊病是估计的方差得不到控制。对于病态的数据矩阵，估计的方差可能变得很

大，这样得到的预测值是不可信的。同时，随着相空间重构维数的增加，预测的误差迅速增大，算法

将变得不稳定。而正交最小二乘法估计（OLS），不仅对模型中各个项的系数进行估计，而且也对模

型中的结构进行分析，舍弃其中对输出影响很小的项，使构造的模型能更精确地反映实际系统的主要

部分，因此在许多领域用来取代 LS进行模型的估计。基于以上分析，本文研究了基于 OLS 估计的非

线性时间序列的局部预测算法，数值仿真表明，采用 OLS 方法确实增强了算法的数值稳定性，从而

扩大了算法的应用范围。

1 局部线性化算法的基本原理［3］

假设一非线性时间序列 xi = x（ i!s）， i = 1， . . .，N。其中!s 为采样时间，取!s = 1。由时间序

列重构相空间［4］：

"!i =［xi-（m-1）!，xi-（m-2）!，⋯，xt］T，i = 1 +（m - 1）!，⋯，N （1）
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其中 m 为嵌入空间的维数，T为延迟时间。设训练段时间序列P，长度为 I。目标点 ～x IGP，待预测

点 xt + T可通过以下局部线性化方法进行预测：

找到距离目标点 ～x I 最近的 I 个向量：～x I（1），
～x I（2），⋯，～x I（k）GP，令：

～X =［～x I（1），⋯，～x I（k）］
TG Rkxm，～y =［xt（1）+ T，⋯，xt（ I）+ T］

TG RI （2）

T 是需要预测的步长。局部线性化模型的建立是基于 ～X 和 ～y 的中心化：令 x、 y 分别是 ～X、～y 列向量

的平均值，并且：

X = ～X - 1 xT，y = ～y - 1 y，

xt = ～xt - x，yt = xt+ T - y （3）
这里，1表示元素均为 1的向量。在目标点的局部邻域内建立以下线性模型：

y = Xb +! E｛!｝= 0，V!I｛!｝=O2 I （4）
这是一个线性回归方程，利用最小二乘法可以得到回归系数 b 的估计值 b̂：

b̂LS =（XTX）-1XTy （5）
设 ŷt 是 yt 的预测值，则由 ŷt = xTt b̂ 及（3）式可以得到预测值 x̂t + T。

2 基于正交最小二乘估计的预测算法

对于（4）式给出的模型，假设 XTX 为正定矩阵，于是，存在单位正交矩阵 G，使得：GTXTXG
=Z = di!g ｛R1，R2，ARm｝，。其中，R1＞R2＞A＞Rm＞0是 XTX 的奇异值。

忽略 X 阵的噪声影响，预测值 ŷt 的均方误差为：

MSE（ ŷt）= E｛yt - ŷt｝2 =（E｛ŷt｝- yt）2 + E｛ŷt - E｛ŷt｝｝2 （6）
均方误差分解为偏差的平方项和方差项：

bi!S（ ŷt）= E｛ŷt｝- yt = 0 （7）

V!I（ ŷt）= E｛ŷt - E｛ŷt｝｝2 =O2】
m

i = 1

1
R2

i
｛（GT

i xt）2 +R2
i（GT

i b）2 +O2｝ （8）

可见，当O2 确定时，E ŷt 与 yt 2 的偏差主要是由 1 /Ri 引起的，当 1 /Ri 很大时，最小二乘估计

变得不可信。这在对非线性时间序列进行重构时经常遇到。

以下运用 OLS方法对局部线性预测的算法进行改进：

将局部线性空间正交化，用等价的正交模型代替原来的线性模型，将 X 正交分解：

X = WA （9）
其中 W 为正交矩阵。等价的辅助模型为：

y = W·g +E， g G Rm，Ab = g （10）

则 gi 的估计值 ĝ i =
yTwi

 wi 2，1＜ i＜m （11）

因此，正交向量 ｛wi， i = 1，2，⋯，m｝形成了由原始模型中的向量 ｛xi， i = 1，2，⋯，m｝构成

的线性空间的 m 个正交基，即

Span｛w1，w2，⋯，wm｝= Span｛x1，x2，⋯，xm｝ （12）
从几何角度看， 8̂i wi 可以作为观测向量 yi 向新的正交空间的第 i 个坐标正交投影的幅值。任

何观测向量 yi 从物理角度都可以解释为新的向量空间中的互不相关的向量 ｛8̂iwi｝
m
i = 1与误差向量Ei 的

组合。这 m 个向量的每一个都独立地贡献一部分能量 8̂i wi 2 到观测向量 yi 2 的能量中去。如

果有的贡献的能量很少，甚至小于噪声的能量，其对观测向量的影响就可以忽略不计。通过相空间重

构构造的线性模型中，一般只有某些回归因子起着关键的作用，今提取其中关键的回归因子，选择的

标准采用误差下降率：
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ERRi =
A ĝi wi 2

 yi 2 X 100% （13）

对于大的 ERRi，表示该回归因子对观测向量有重要影响，因此应该包括在辅助模型中，相反，对于

小的 ERRi，则可以忽略。

为了由大到小地选择需要的回归因子，本文采用正交前向回归（OFR）方法［4］对 OLS方法加以改

进，使回归因子按照对观测向量的影响程度由大到小排列，可以从开始依次选择回归因子，直到满足

需要的精度需要。通过回归因子的重新选取与排列，系数 g 成为 g'，矩阵 W，A 也相应地转化成为

W'和A'。
假设提取的关键因子个数为  ，辅助模型成为：

y = W'g' +!i （14）
目标点在新的正交基下的坐标为

~x't = ~xt·（A'）_1 （15）

相应的预测值： ŷt = ~x't̂g' （16）
结合（3）与（16）式可以得到预测值 x̂t + T。

! 数值仿真

考虑 Lorenz混沌系统［6］产生的时间序列，加入信噪比为 5% 的随机噪声。取 N = 2000， I = 1500，
最后 500个为考察点，第 T 步的预测误差用归一化的均方根误差衡量：

NRMSE =
（1 /（N - T - I））Z

N- T

t = I +1
（xt + T - x̂t + T）

2

（1 / N）Z
N

i = 1
（xi - x） 

2
（17）

其中 N 为整个时间序列的长度，I 为训练段的点的数目，最后用于考察的点的数目为 N - I， x是整

个数据的样本均值。

图 1显示的是在不同嵌入维数下单步预测的误差。图 1（a）与图 1（b）分别是 I = 12与 I = 8 的

情况。

图 1（a）由于 m 始终距离 I 较远，误差曲线变化缓慢，采用 OLS方法的改进效果不大明显。图 1
（b）的误差曲线开始变化缓慢，但当 m > 5时误差迅速上升，尤其当 m 接近 I 时，预测误差随着嵌入

维数的增加迅速增大，反映了 LS算法在高维情况下的不稳定性。而使用 OLS方法的误差曲线变化始

终比较平缓，表明该算法的稳定性大大增强。这在实际中有重要的意义。因为实际中由于有限的观测

数据，或者某些混沌系统具有较大的嵌入维数，使得不可能要求 I 远大于m，对算法改进后即使严格

限制 I 的大小，也能通过选择适当的嵌入维数在合理的精度下对混沌数据进行预测。

图 2显示在不同嵌入维数下的直接多步预测误差。图 2（a）和图 2（b）分别是在较低的嵌入维

数和较高嵌入维数的情况。由于较低的嵌入维数对系统进行了较好的重构，采用两种方法的误差曲线

十分接近，但当嵌入维数进一步增加，LS 方法的误差迅速增大，相比之下，OLS 方法具有更好的稳

定性。

" 结论

本文针对非线性时序的预测提出一种基于正交最小二乘方法的局部预测算法。该方法采用正交最

小二乘估计辨识目标点附近的近似线性空间，与局部线性化预测方法相比具有更好的算法稳定性。
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图 1 Lorenz混沌时间序列的单步预测误差曲线

Fig.1 One-step predict for data generated from the Lorenz system

图 2 Lorenz混沌时间序列的多步预测误差曲线

Fig.2 Muiti-step predict for data generated from the Lorenz system
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