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弹性薄板的条形传递函数单元模型!

李海阳，雷勇军，周建平

（国防科技大学航天与材料工程学院，湖南 长沙 410073）

摘 要：应用改进的条形传递函数方法，建立了弹性薄板的二结线四自由度条形单元模型，用于分析

系统的静力响应。用结线将矩形区域划分为条形单元，将边界结线离散，以内部结线和边界结点的位移和

转角为未知量，采用三次插值，得到能够与有限元单元耦合求解的超级单元。利用广义函数给出了一种精

确积分方法，可以得到有关矩阵的显式表达，得到提高了求解精度和效率。
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An Element Model with Strip Distributed Transfer Function Method for Elastic Thin Plates

LI Hai-yang，LEI Yong-jun，ZHOU Jian-ping
（Coiiege of Aerospace and Materiais Engineering ，Nationai Univ. of Defense Tech，Changsha 410073，China）

Abstract：Using modified strip distributed transfer function method，a strip eiement modei with two nodai iines and four degrees of
freedom is buiit for the anaiysis of static response. The rectanguiar region is divided into strips by nodai iines. The border iines are dis-
crete . The dispiacements and angies of the inner iines and boundary nodes are unknown. An super eiement，which can coupie with finite
eiements，is given using cubic interpoiation. By using generaiized function，an accurate integration method is deveioped to get the ex-
piicit formuiation of the matrixes invoived. This can improve the accuracy and efficiency of the method.

Key words：the semi-anaiyticai method；eiastic piates；distributed transfer function method；FEM

条形传递函数法［1，2］是一种新型的半数值解析方法，它具有自由度少、计算工作量节省、不需要

预先选择半解析函数、可以求解较复杂的结构形式等优点。在相当的单元剖分情况下，它的精度比有

限元和有限条高得多。在文献［3］中，作者提出了条形传递函数法的一种改进方法的原理，这种方

法克服了原方法在适应边界条件方面的不足，使得不同矩形子域之间的拼接变得更为容易，而且可能

与有限元方法联合使用，解决任意形状区域的问题，达到提高精度和节省计算工作量的目的。该方法

的基本思想是将求解区域中的规则区域（如矩形、平行四边形、扇形等）分割出来，并用平行的直线

（曲线）将其剖分成若干个条形单元（见图 1）。在边界上定义若干个结点，边界结线位移用结点位移

插值表示，内部结线位移则定义为结线坐标的未知函数。域内变形用结线变形的多项式插值表示。用

变分方法导出结线位移满足的微分方程，该方程写成状态空间形式后，解用传递函数矩阵精确给出，

并用结点位移表示，这种形式与有限元是相容的，因而可以将本方法和有限元方法耦合使用。

文献［3］只给出了求解问题的一些基本公式，没有涉及具体的建模和求解过程，鉴于条形传递

函数方法的处理有一些自己的特点，为提高方法的精度与效率，需要对此进行一些深入研究。本文采

用与有限元梁单元相同的形函数建立了弹性薄板的二结线四自由度离散模型，给出了文献［3］中各

矩阵的具体形式，建立了各位移参数之间的数学关系，利用广义函数得到了各积分式的解析表达，提

高了方法的效率和精度。

1 单元模型

考虑如图 1 所示的矩形区域!，沿 y 向剖分为 NS 个条形单元，用下标 i（ i = 1，2⋯NS）标识。

设单元宽度为 Ji，单元局部坐标为"。
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图 I 矩形域O的条形单元剖分 图 2 条形单元离散结点图

Fig.I Strip eiements mesh Of rectanguiar dOmainO Fig.2 Discrete nOdes Of a strip eiement

分割条形单元的直线称为结线，总结线数 NL = NS + I。对第 m 条结线离散，如图 2 所示（ m 通

常取边界结线，不失一般性，本文取 m 为 I 和 NL）。离散结点数记 NIm，离散线段用下标  标识。设

第  段离散结线宽度为 am
 ，局部坐标为P。

建立位移离散模型。条形单元 i（ i = I，2⋯ NS）中任意点的挠度由结线位移插值得到：

w（ x，E）= Ni（E）｛HT
i（ x）HT

i +I（ x）｝T !i（ x）= ｛wi（ x）Oi（ x）｝T （I）

其中 wi（ x）、Oi（ x）分别为第 i 条结线的位移和转角，Oi（ x） =3w（ x，E） /3y \ y = yi
。Ni（E）为

y 向形函数：

Ni（E）=［I - 3E
2 + 2E

3 6i（E - 2E
2 +E

3）3E
2 - 2E

3 6i（ -E
2 +E

3）］ （2）

本文方法直接把解析结线的位移函数作为未知量求解，而离散结线则取离散结点位移作未知量。离散

结线位移则由离散结点位移插值得到，m 结线的第  段内任意点位移可表示为：

!m（ x）= Nm
 （P）｛d0m d0m（  +I）｝T Nm

 （P）｛dIm dIm（  +I）｝{ }T T （3）

d0m = ｛wm wx，m ｝； dIm = ｛Om Ox，m ｝； wx，m =3w（ x，y）/3x I x = xm
 ，y = ym

其中 wm 、Om 分别为离散结点 xm
 处的位移和转角，Ox，m 与 wx，m 定义类似。Nm

 （P）为 x 向形函数：

Nm
 （P）=［I - 3P

2 + 2P
3 am

 （P - 2P
2 +P

3）3P
2 - 2P

3 am
 （ -P

2 +P
3）］ （4）

进一步处理需要将以上位移离散模型转化到坐标系 xoy 中表示，为此定义总位移矢量：

非离散结线位移矢量!：! = ｛!T
2!T

3⋯!T
NL - I｝

T

总结线位移函数矢量!e：!e = ｛!T
I!T

2⋯!T
NL｝T

离散结线总结点位移矢量 dm：dm = ｛d0TmI⋯ d0TmNIm dITmI⋯ dITmNIm｝T （5）

为便于表示分段函数和推导，引入以下函数和矩阵：

H（ x）———阶跃函数； 8（ x）———8-函数

In——— n > n 维单位矩阵； Omn——— m > n 维零矩阵

DeI = ［I 0 ⋯ 0 0］，维数为 I > NL-2； DeNI = ［0 0 ⋯ 0 I］，维数为 I > NL-2
 Hm

 （ x）= H（ x - xm
 ）- H（ x - xm

 +I）；  8m
 （ x）=8（ x - xm

 ）-8（ x - xm
 +I）

 H （ x）= H（ y - yi）- H（ y - yi +I）

注意到 Ni（E）是在单元 i 中定义的，而 Nm
 （P）则定义在结线 m 的第  个区间（参见文献［3］

式（2），（3））。现将其定义域扩展为整个矩形区域，分别记为 Ni（E）、Nme
 （P）：

Nei（E）= Ni（E） Di； Nme
 （P）= Nm

 （P） Dm （7）

其中

 Di =［O4，2（ i -I）I4 O4，2（ NL - i -I）］；  Dm =［O4，2（  -I）I4 O4，2（ NLm -  -I）］

则挠度 w（ x， y）和离散结线位移向量!m（ x）在整体坐标内可以写成

w（ x，y）= E
NL -I

i = I

 Hi（ y）Nei（E）!e（ x） （8a）
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!m（ x）= I2 E
NLm -1

 = 1
NmE

 （"） Hm
 （ x( )） dm （8b）

式中 表示克罗内克积。

文献［3］中定义的条形单元的刚度矩阵 k i
pg（ p， g = 0，1，2），可由离散模型（1）代入总势能

得到

ki
00 = D22

1
63i
~k i

00； ki
02 = D12

1
6i
~k i

02； ki
11 = D66

4
6i
~k i

11； ki
22 = D11 6i~k i

22 （9）

其中 ki
00 ki

02 ki
11 ki

22为只与 6i 有关的常矩阵， p、 g 为其他组合时 k i
pg = 04 > 4。将 k i

pg 矩阵分解为四个 2
> 2 的矩阵，分别记为 ki（1）

pg 、ki（2）
pg 、ki（3）

pg 、ki（4）
pg ，可以得到离散结线结点的刚度矩阵函数 k1、kNL和矩

阵刚度函数 k10（ x）、k11（ x）、k12（ x）、kNL
0 （ x）、kNL

1 （ x），比如

k11 = DE1  k1（2）
11  E

NI1-1

 = 1

1
a1

 

d
d"
 H1

 （ x）N1
 （"）D1( ) ( )T （10）

至此可以按文献［3］中提出的方法组集各矩阵，得到状态方程并求解，从而获得问题的解答。

但由于 k10（ x）、k11（ x）、 k12（ x）、 kNL
0 （ x）、 kNL

1 （ x）都是结线坐标 x 的函数，而文献［3］中式

（25）的积分项都是对函数矩阵的积分，用数值积分方法既难以实现又影响效率和精度，所以需要进

行一些特殊处理，得到积分的精确形式。

! 精确积分方法

文献［3］中式（23）、（25）中的积分形式有一定的相似性。它们都可以写成域内传递函数矩阵

G（ x，#）的加权积分 
a /2
- a /2G（ x，#） f（#）d#形式，而 f（ x）都为分段幂函数矩阵，而本文模

型中幂函数最高为三次，因此只需要得到有限几个加权积分就可以得到以上积分的显式表达。以 HI

（ x）为例：

HI（ x）= 
a /2

- a /2
G（ x，#）~kI（#）d# （11）

首先要对~kI（ x）进行处理，将形函数的局部坐标"用坐标 x 表示。形函数（4）可改写为

Nm
 （"）= N 

m，0 + N 
m，1 x + N 

m，2 x2 + N 
m，3 x3 （12）

将其代入 k10（ x）、k11（ x）、k12（ x）、kNL
0 （ x）、kNL

1 （ x）各式，再代入文献［3］中的式（17）、（20）

可得

~kI（ x）= E
m = 1，NL
E

NIm

 = 1

（~km0
I +~km1

I x +~km2
I x2 +~km3

I x3） Hm
 （ x）+~km4

I  $m'
 （ x）+~km5

I  $m'
 （ x）x +~km6

I  $m
 （ x[ ]）

（13）

其中~km0
I 、~km1

I 、~km3
I 、~km4

I 、~km5
I 、~km6

I 为常数矩阵。

将（13）式代入（11）可得到四种形式的积分

形式 1：S1（ x） = 
a /2
- a /2G（ x，#）#

n Hm
 i （#）d#； 形式 2：S2（ x） = 

a /2
- a /2G（ x，#）

 $m
 （#）d#

形式 3：S3（ x） = 
a /2
- a /2G（ x，#） $m'

 （#）#d#； 形式 4：S4（ x） = 
a /2
- a /2G（ x，#）

 $m
 （#）#d#

这四种积分可以通过分部积分得到解析表达，比如

S4（ x）= HD（ x） H -1
D（ xm

 ）H（ x - xm
 ）- H -1

D（ xm
 +1）H（ x - xm

 +1）+ N（ - e - F（ xm
 - a /2）+ e - F（ xm

 +1- a /2）[ ]）

（14）

式中 HD、N、F 的定义见文献［3］中的（20）、（21）、（23）式。

将以上积分结果代入（11）即可得到代数表达式
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!I（x）= !
m = 1，NL
!
NIm-1

 = 1
-（"m0  + "m1  x + "m2  x2 + "m3  x3）"!m

 （x）+ !D（x）#m0  H（x - xi）- !D（x）#m1  H（x - xi+1( )）

+ !D（x）# + !
m = 1，NL
!
NIm-2

 = 2
$m0  !（x - xm ）+ $m1  !（x - xi）x + !D（x）$m2  H（x - xi）+ !D（x）$m3( ) 

其中系数矩阵 "m0  ，"m1  ，"m2  ，"m3  ，#，#m0  ，#m1  ，$m0  ，$m1  ，$m2  ，$m3  为常矩阵。

以上以 !I（x）的化简为例，介绍了精确求解域内传递函数积分的方法。根据文献［3］和本文

的结果可以建立结点位移与单元受力之间的关系，把矩形区域作为广义单元，用类似有限元的方法可

以将单元组集，用于复杂区域问题的求解，若将其与有限元单元结合则可以用于任意边界条件和形状

的弹性薄板问题的分析。

为了验证本文方法的精度和收敛性，给出一个算例。考虑一个矩形悬臂方板，坐标系、尺寸定义

和单元离散模型如图 1 所示，板的 AD 边固支，其它边自由，在角点 B（ x = a / 2， y = 6）受一 z 向

集中力P 作用，矩形板边长取 a = 6。归一化计算结果列于表 1，其中 w 为挠度， x、 y 为弯矩，D
为抗弯刚度，有限元结果由 NASTRAN 软件得到。可以看出本文方法只需要选取少量单元就可以达到

较高的精度。

表 1 悬臂方板角点受集中载荷

Tab.1 Cantiiever sguare piate subjected to concentrated ioad at one corner

方法 网格
WD /（Pa2）
点（a / 2，b）

- MX / P

点（ - a / 2，b / 2）

- My / P

点（0，0）

- MX / P

点（0，b / 2）

- My / P

点（0，b / 2）

FEM 40 X 40 0.4908 1.0347 0.3162 0.4813 0.1722

本文解

NS = 4

NI = 2
NI = 4
NI = 6

0.4841
0.4900
0.4906

1.0143
1.0406
1.0465

0.3043
0.3122
0.3139

0.4785
0.4838
0.4836

0.1899
0.1795
0.1795

本文解

NI = 6

NS = 2
NS = 3
NS = 5
NS = 7

0.4899
0.4904
0.4906
0.4907

1.0088
1.0408
1.0421
1.0433

0.3026
0.3122
0.3126
0.3130

0.4864
0.4787
0.4805
0.4810

0.1929
0.1640
0.1690
0.1705

注：NS—条形单元数，NI—离散结线上结点数。

! 结论

文献［3］中提出一种新的半数值解析方法，它是文献［1］中所提出的条形传递函数方法的进一步改

进和提高。该方法适用于任意边界条件下矩形板的变形分析问题，并且可以作为广义单元与有限单元

拼接，处理任意形状区域的问题。本文从该方法出发建立了弹性薄板的二结线四自由度离散模型，给出

了单元的数学描述和积分项的精确处理方法。本文方法提供了条形传递函数方法的一种有效的实现手

段，在工程中具有实际应用价值。本方法可进一步用于屈曲、振动等特征值问题以及频率响应、瞬态响

应的分析，类似也可将其推广到其他二维和三维问题的分析。
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