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弹性地基上的矩形薄板自由振动的一般解!

黄 炎，刘大泉

（国防科技大学航天与材料工程学院，湖南 长沙 410073）

摘 要：求得了弹性地基上矩形薄板横向自由振动位移函数微分方程的一般解。可以求解任意边界矩

形板的振动问题。以两相邻边固定另两边自由的正方形板为例进行了计算。
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A General Solution of Free Vibration for Rectangular Thin Plates on the Elastic Foundation

HUANG Yan，LIU Da-guan
（CoIIege of Aerospace and MateriaIs Engineering ，NationaI Univ. of Defense TechnoIogy，Changsha 410073，China）

Abstract：A generaI soIution of differentiaI eguation for transverse dispIatement function in free vibration of rectanguIar thin pIate
on eIastic foundation is obtained. It can be used to soIve the vibration probIem of rectanguIar pIate with arbitrary boundaries. For exam-
pIe，a sguare pIate with two adjacent edges fixed and other two free have been caIcuIated.
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为研究板的振动问题，必须分析其振动特性。弹性地基对板的振动影响是不可忽视的。Gorman D
J［1］用迭加法求解了各种矩形薄板的自由振动问题。Huang Yan［2］用分离变量法求得了这一问题的一般

解，但角点的解与边界力的解有耦合作用。张福范［3］在求解弹性地基上板的弯曲问题时，采用了多项

式的解与双正弦级数解相结合的方法来代替上述角点力的解，避免了耦合关系。本文进一步来求解弹

性地基上矩形板的振动问题。

1 微分方程的解

弹性地基上的矩形薄板（如图 1）横向自由振动位移函数的微分方程为

D"2"2w + kw -!"
2w = 0 （1）

采用分离变量法［2］，设 w = XY 代入上式可得两类解

w =（A1 + A2 x）Y （2）

w =（B1sin#x + B2cos#x）Y （3）

由于地基的存在将提高板的固有频率，故应有!"
2 - k > 0。将（2）式代入（1）式可得

Y1V - r4Y = 0

式中 r4 =!"
2 - k
D 。上式特征方程的根为 1 r 和 1 i r。由此可得

Y = C1sh ry + C2ch ry + C3sin ry + C4cos ry （4）

将（3）式代入（1）式可得

Y1V - 2#2Y11 +（#4 - r4）Y = 0
上式特征方程的根又分为两种情形：一是当# < r 时为 1#1 和 1 i#2。由此可得

Y = D1sh#1 y + D2ch#1 y + D3sin#2 y + D4cos#2 y （5）

式中，#1，#2 = r2 1## 2
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图 l 坐标系

Fig.l Coorcinate system

另一是当 > r 时为 1 l 和 1 3。由此可得

Y = Elsh l y + E2ch l y + E3sh 3 y + E4ch 4 y

式中， 3 =  2 - r! 2

在以上各式中，如将 X、Y、x、y、 、 l、 2、 3 分别改为 Y、X、

y、x、 、 l、 2、 3，还可得另两类相似的解。如前所述［3］，代替（2）

式和（4）式可得另一类更适用的解。为此，将（2）式代入（l）式并令

I =  
2 = 0 可得

Y = Fl + F2 y + F3 y2 + F4 y3

如是可得全部代数多项式解为［4］

w = "
i
"
 
ai 
xi
ai
y 
6 

式中 i = 0，l； = 0，l，2，3 和 i = 0，l，2，3； = 0，l。为了满足（l）式可设

wi = "
i
"
 
ai 

xi
ai
y 
6 +"m "I AmIi sin xsin ( )y （6）

式中 = m 
a ，m = l，2，3，⋯⋯， = I 

6 ，I = l，2，3，⋯⋯。将上式代入（l）式可得

"
i
"
 
ai （I -  

2）
xi
ai
y 
6 +"m "I AmIi ［D（ 2 + 

2）2 + I -  
2］sin xsin { }y = 0

令
xi
ai
y 
6 = "m "I BmIi sin xsin y

根据富氏定理可得

BmIi =
4
a6#

a

0#
6

0

xi
ai
y 
6 
sin xsin ycxcy

由以上三式容易求得

AmIi =
4（  

2 - I）
a6
#

a

0#
6

0

xi
ai
y 
6 
sin xsin ycxcy

D（ 2 + 
2）2 + I -  

2 （7）

! 一般解的建立

利用以上各种特解，本文选取适用于满足任意边界条件和角点条件的解为

w ="
m

Am
sh l（6 - y）

sh l 6
+ Bm

sh l y
sh l

[ ]6 sin x +"
m < M

Cm
sin 2（6 - y）

sin 2 6
+ Dm

sin 2 y
sin 2

[ ]6 sin x

+"
m > M

Cm
sh 3（6 - y）

sh 3 6
+ Dm

sh 3 y
sh 3

[ ]6 sin x +"
I

EI
sh l（a - x）

sh la
+ FI

sh l x
sh l

[ ]a sin y

+"
I < N

 I
sin 2（a - x）

sin 2a
+  I

sin 2 x
sin 2

[ ]a sin y +"
I > N

 I
sh 3（a - x）

sh 3a
+  I

sh 3 x
sh 3

[ ]a sin y + wi （8）

式中， M = ra
 

，N = r6
 = M 6

a
将（5）式与（8）式比较，用 sh l（6 - y）来代替 ch l y 是为了避免当 l y 很大时 sh l y 将和

ch l y 趋于相同。增加除数 sh l 6 将使其商在 0 与 l 之间。

（8）式的第一部分可满足 y = 0 和 y = 6 两个边的边界条件；第二部分可满足 x = 0 和 x = a 两个

边的边界条件。wi 可满足四个角的角点条件。

（8）式共有 4m + 4I + l2个积分常数。其中每个边有二个边界条件：即挠度或等效剪力，斜度或弯矩

应分别等于边界的已知值。在每个边界条件所建立的方程式中，将非正弦函数均展成正弦级数，根据正

交性可得到 4m + 4I 个方程式。另外，每个角有三个角点条件：即挠度或反力，角两边的斜度或弯矩
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应分别等于相应的已知值。故又有 4 X 3 个方程式。令全部方程式系数矩阵行列式等于零即可求得振

动的频率。各种有关的非正弦函数展成的正弦级数公式以及级数求和公式均见于文献［5］。

! 算例

以两相邻边固定另两边自由的板为例。边界条件和角点条件分别为

（ w）x = 0 = 0，（ w）y = 0 = 0，（ Mx）x = a = 0，（ My）y = 6 = 0 （9）

（!w
!x ）x = 0 = 0，（!w

!y ）y = 0 = 0，（ Vx）x = a = 0，（ Vy）y = 6 = 0 （10）

（ w）0，0 = 0，（ w）a，0 = 0，（ w）0，6 = 0，（ R）a，6 = 0 （11）

!w
!x（0，0）

= 0， !w
!x（0，6）

= 0， !w
!y（0，0）

= 0， !w
!y（ a，0）

= 0 （12）

Mx（ a，0） = 0， Mx（ a，6） = 0， My（0，6） = 0， My（ a，6） = 0 （13）

在以上各式中，例如

Mx = - D !
2 w
!x2 +!

!2 w
!y( )2 ，Vx = - D !

3 w
!x3 +（2 -!）!

3 w
!x!y[ ]2 ，R = - 2D（1 -!）!

2 w
!x!y

由于 x = 0 和 y = 0 两边的挠度恒为零，代替（12）式应有

!2 w
!x2

（0，0）
= 0，!

2 w
!x2

（ a，0）
= 0，!

2 w
!y2

（0，0）
= 0，!

2 w
!y2

（0，6）
= 0 （14）

将（6）式代入（8）式然后代入以上各式，首先由（11）式的前三式以及（13）式和（14）式可

得

a00 = a10 = a01 = a20 = a02 = a21 = a12 = a30 = a03 = a31 = a13 = 0
由（7）式可得

Amn11 = 4 r4
mn"2

cosm"cosn"
（#2 +$

2）2 - r4

将上式代入（6）式可得

wi = a11（
xy
a6 +"

m
"

n

4 r4
mn"2

cosm"cosn"
（#2 +$

2）2 - r4
sin#xsin$y）

由（9）式并利用正弦级数的正交性可得

Am = - Cm， Bm = - Dm
（1 -!）#2 - r2
（1 -!）#2 + r2

En = - Gn， Fn = - Hn
（1 -!）$

2 - r2
（1 -!）$

2 + r2

再由（10）式的第一、三式，并将其中非正弦函数均展成正弦级数，利用正交性以及应用级数求

和公式于 a11 系数中的级数可得

"
m

Cm - Dmcosn"
（2 -!）#2 +$

2

（1 -!）#2 + r[ ]2
4#$r2

6［（#2 +$
2）2 - r4］+ Gncth$1 a -

Hn
sh$1 a

（1 -!）$
2 - r2

（1 -!）$
2 + r[ ]2 $1

- （ Gnctg$2 a -
Hn

sin$2 a）$2，当 n < N；（ Gncth$3 a -
Hn

sh$3 a）$3，当 n >[ ]N

- a11
cosn"
n"a

2$
4

$
4 - r4 + r2

$
2 + r2

$1 a
sh$1 a - r2

$
2 - r2

（ $2 a
sin$2 a，当 n < N；$3 a

sh$3 a，当 n >[ ]N = 0 （15）

"
m

Cm［#2 +（2 -!）$
2］- Dmcosn"

（1 -!）#2
$

2 +（2 -!）r4
（1 -!）#2 + r{ }2

4#$r2cosn"
6［（#2 +$

2）2 - r4］

+
Gn

sh$1 a - Hncth$1 a（1 -!）$
2 - r2

（1 -!）$
2 + r[ ]2 $1［（1 -!）$

2 - r2］

- （
Gn

sin$2 a - Hnctg$2 a）$2，当 n < N；（
Gn

sh$3 a - Hncth$3 a）$3，当 n >[ ]N ［（1 -!）$
2 + r2］
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- a11
r2cosn 
n a

2（2 - ） 
2 r2

 
4 - r4 +（ 2 - 

 
2 + r2 

2 - 1） 1acth 1[ a

- 2 - 
 

2 - r2 
2 - 1）（ 2actg 2a，当 n < N； 3acth 3a，当 n > N ]） = 0 （16）

最后由（11）式的第四式可得

!
m

Cm
sh 1 6

- Dmcth 1 6
（1 - ） 2 - r2
（1 - ） 2 + r[ ]2   1cosm -!

m < M
（

Cm
sin 2 6

- Dmctg 2 6）  2cosm 

-!
m > M

（
Cm

sh 3 6
- Dmcth 3 6）  3cosm +!

n

Gn
sh 1a

- Hncth 1a
（1 - ） 

2 - r2
（1 - ） 

2 + r[ ]2   1cosn 

-!
n < N

（
Gn

sin 2a
- Hnctg 2a）  2cosn -!

n > N
（

Gn
sh 3a

- Hncth 3a）  3cosn +
a11
a6

1 -!
n

2 r4

 
4 - r4 + r2

 
2 + r2 1acth 1a - r2

 
2 - r2

（ 2actg 2a，当 n < N； 3acth 3 a，当 n > N[ ]{ }） = 0

（17）

由（10）式的第二、四式还可求得与（15）式和（16）式相似的算式。对于正方形情形，由于 a
= 6，当 m 和 n 取相等的项数，则可利用对角线 x = y 的对称性应有（w）x = a =（w）y = 6。相应地可求得

Gn = Cn，Hn = Dn。因而代入（15）、（16）和（17）三式即可求得对称型基频。反对称时，沿直线 x = y 的挠

度为零。此时，a11 = 0。由（w）x = a = -（w）y = 6 可得 Gn = - Cn，Hn = - Dn。（17）式恒为零。由（15）式和

（16）式即可求得反对称型频率。当 = 0.333，ka4 / D = 150，m 和 n 各取 16 项计算的结果见表 1。表中

第二行为自由板的情形。可以看出，弹性地基将提高板的固有频率的值。尤其是低频时，高频时则影

响渐小。

表 1 板的几个最低频率 （ D /" p / a2）
Tab.1 Some iower freguency of piate

ka4 / D x = y 为对称时 x = y 为反对称时

150
0

13.905
6.585

29.126
26.419

26.544
23.549

63.437
62.244
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