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基于差分法的二阶微分方程的模糊边值问题!

吴 强

（国防科技大学工程兵学院，湖南 长沙 410073）

摘 要：本文讨论二阶微分方程的两点边值具有模糊不确定性时，运用模糊仿真原理和差分方法，求

其边值问题的数值解法。
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The Fuzzy Boundary Value Problem for Differential Eguation of Second Order
Based on the Difference Method
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Abstract：We consider the numericai soiution to the boundary vaiue probiem，using a method of fuzzy simuiation based on differ-
ence method，whiie discussing the differentiai eguation of the second order in fuzzy boundary vaiue condition.
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1 问题的提出

对于一般二阶微分方程的二点边值问题：

d2 x
d t2 = f（ t，x，

dx
d t）

x（a）= A，x（6）=
{

B
（1）

在一定的条件下，可以证明其解的存在唯一性 . 事实上，（1）式等价于（2）式：

dy1
d t =（a - t）f（ t，x，'x）" F1（ t，y1，y2）

dy2
d t =（6 - t）f（ t，x，'x）" F2（ t，y1，y2

{
）

y1（a）= A， y2（6）=











 B

（2）

则有如下结论［1］：

若 F1（ t，y1，y2）、F2（ t，y1，y2）在区域：

D = ｛（ t，y1，y2）I a # t # 6，I y1 - A I# h，I y2 - B I# h｝

上是连续的，且关于 y1、y2 满足李普希兹条件，即存在常数 N > 0 ，使得当（ t，y1，y2）$ D，（ t，z1，z2）

$ D 时，有下不等式成立：

I Fi（ t，y1，y2）- Fi（ t，z1，z2）I# N［ I y1 - z1 I + I y2 - z2 I］（ i = 1，2）

则当 0 < 6 - a # r # h / M，Nr < 1 时，边值问题（2）的解存在且唯一，这里：

M = max
（ t，y1，y2）$D

I Fi（ t，y1，y2）I （ i = 1，2）

但要求出解的明确表达式较为困难，在实际应用中，不能用分析形式求解的方程绝大多数都能用
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近似、离散的方法（如打靶法、差分法等）借助于计算机求得其数值解 . 在许多由实际问题抽象出来

的数学模型中，其边值条件往往呈现出模糊不确定性，直接运用一些典型的数值解法自然无从下手 .
基于此，本文考虑（l）的边值条件“ x（a）=

～
A，x（6）=

～
B ”具有模糊不确定性时，运用模糊仿真原

理和差分法，求其数值解的一种新方法。

! 差分解法［l，5］

对（l）式稍作变形，可得等价的边值问题：

x··
（ t）= f（ t，x（ t））

x（a）= A，x（6）={ B
（3）

基于本文讨论的模糊仿真算法，这里主要讨论下列形式二阶变系数微分方程的两点边值问题：

x··
（ t）= p（ t）x（ t）+ g（ t）
x（a）= A，x（6）={ B

（4）

用差分法可得到（4）的解为：

xi = l
（2 + pih2）- Ui-l

xi+l +
1i-l - gih2

（2 + pih2）- Ui-l
垒 Uixi+l + 1i （5）

其中： Ui = l
（2 + pih2）- Ui-l

， 1i = Ui（ 1i-l - gih2）

Ul = l
2 + pih2， 1l = Ul（A - glh2）

" 模糊数的扩展运算

l975 年，库夫曼提出了模糊数的概念，尤其是扎德的可能性理论提出以后，模糊数及模糊数的

运算得到广泛的应用，我们用扩展原理给出模糊数的运算法则 .
设 x～y 是变通的点函数，A

~
e F（X），所谓 f 在模糊集类上的扩展，是指这样的两种映射：

f：F（X）一 F（Y） A
~
一 f（A

~
）e F（Y）

f -l：F（Y）一 F（X） B
~
一 f -l（B

~
）e F（X）

其隶属函数分别为：

f（A
~

）（y）垒 V
f（ x）= y

A
~
（x），f -l（B

~
）（x）垒 B

~
（ f（x））

f（A
~

）叫做 A
~

在 f 之下的像，f -l（B
~

）叫做 B
~

在 f 之下的原像 . 由扩展原理可知，x 到 y 的一个映射 f，扩展

为 F（X）到 F（Y）的一个映射，那么它就是 X 到Y 的模糊变换 . 设 X = R 为实数集，X 上的全体模糊数

记为 F*（X），下面给出运算法则 .
设任意的 p

~
、g

~
e F*（X），p

~
一g

~
仍是一个模糊数，则定义对任意的 z e X，有：

（p
~
一g

~
）（ z）= V

x一 y = z
（p

~
（x）八 g

~
（y）） （6）

考虑“ + 、 - 、·、 + ”四种运算，（6）式可分解为：

（p
~
+ g

~
）（ z）= V

x+ y = z
（p

~
（x）八 g

~
（y））= V

xeX
（p

~
（x）八 g

~
（ z - x））

（p
~
- g

~
）（ z）= V

x- y = z
（p

~
（x）八 g

~
（y））= V

xeX
（p

~
（x）八 g

~
（x - z））

（p
~
·g

~
）（ z）= V

x·y = z
（p

~
（x）八 g

~
（y））

=
V
xeX

（p
~
（x）八 g

~
（

z
x ）） （ z 一 0）

V
xeX

（p
~
（x）八 g

~
（0））V（V

yeX
（g

~
（y）八 p

~
（0）））（ z = 0{ ）

（p
~
+ g

~
）（ z）= V

x+ y = z
（p

~
（x）八 g

~
（y））
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= V
yeSup g

~

（p
~
（yz）八 g

~
（y）） （O奏 Supg

~
）

不难验证，模糊数之间的运算法则满足加法交换律、加法结合律、乘法交换律、乘法结合律、次

分配律，加法存在
—
O 元，乘法存在单位元

—
l，

—
O 不能作除数 . 显然，一般模糊数的运算十分复杂，若

将其论域离散化，将大大简化其计算过程 .

! 数值求解

当（4）式的边值条件 x（a）、x（6）为模糊集
—
A、
—
B 时，一个自然的想法是利用模糊集的扩展原理，

将（5）式中的算术运算改成模糊数的运算 . 由模糊数的运算法则和性质知，当参数 t 较大时，系统仿真

输出的结果幅宽会相当大，使得信息浓度下降，这种情况对具有稳定性的系统也是如此 . 显然，简单的

采用扩展原理，得不到有效的仿真结果 . 我们应用文献［2 ~ 4，6］中的模糊近拟推理规则和模糊仿真原

理，假设
—
A、
—
B 均为一三角模糊数，应用差分方法，求解如下形式的边值问题：

x··
（ t）= p（ t）x（ t）+ g（ t）
x（a）= A

~
，x（6）= B{

~

（7）

设
—
A 是论域 V 上的一个模糊集，称：

VO = ｛VO I!
—
A（ 1O）> O，1Oe V｝

为
—
A 的有效论域，记：

Vl = ｛1l I 1l = Ul（ 1O - glh2），1Oe VO｝

对任意的（ 1O，1l）e VO X Vl，令：

rO（ 1O，1l）=
l，若 1l = Ul（ 1O - glh2）

O{
，其它

则 RO = ｛rO（ 1O，1l）I（ 1O，1l）e VO X Vl｝是 VO X Vl 上的模糊关系，我们设 Vi = ｛1i｝为已知，令 ：

Vi+l = ｛1i+l I 1i +l = Ui+l（ 1i - gi+lh2），1i e Vi｝ （8）

ri（ 1i，1i+l）=
l，若 1i+l = Ui+l（ 1i - gi+lh2）

O{
，其它

（9）

称

Ri = ｛ri（ 1i，1i+l）I（ 1i，1i+l）e Vi X Vi+l｝ （ i = l，2，⋯，I）

为基于差分运算的模糊关系，设 1i = Vi 是一模糊集，则下一时刻的模糊状态为：

!Vi+l（ 1i+l）= Sup
1ieVi

｛!Vi（ 1i）八 ri（ 1i，1i+l）｝ （lO）

（ i = O，l，2，⋯，I）

当
—
A 退化为有效论域只有一个元素时，用上列算式计划的结果与差分方法显然一致，由于差分公式

只提供了一个确定关系曲线（由若干个离散的点连接而成），将其拓广为区间值曲线（具有一定的幅

宽）时，我们约定，把区间值其余部分的隶属度值取为 O，而且可以证明，当 h”O 时，仿真结果愈接

近实际状态（我们总假定精确解是存在的）. 在上述的计算过程中，pi、gi、Ui 为任意实数，如果它们亦为

模糊数时，可直接运用模糊数的扩展运算，产生出刻划系统状态的模糊关系来，其相应的模糊集存在大

量的隶属度介于 O ~ l 之间的元素 .
当 1
—
I 的模糊状态描述出来以后，进行“赶”的过程：

x
~
i = Uix

~
i +l + 1i （ i = O，l，⋯，I）

当 i = I 时， x
~
I+l = B

~

此时运用模糊数的扩展运算和递推关系，最终得到刻划模糊二点边值问题的数值状态 .
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! 数值实例

求解模糊二点边值问题：

x. .（ I）= 2
I2 + 1

x

x（0）=
!
A = 0.0 / 0.90 + 1.0 / 1.00 + 0.0 / 1.10，x（1）=

!
B = 0.0 / 1.85 + 1.0 / 2.00 + 0.0 /

{
2.15

取步长 h = 0.1 ，可得方程组：

x（0）=
!
A = 0.0 / 0.90 + 1.0 / 1.00 + 0.0 / 1.10

xi+1 - 2xi + xi-1 = 0.01·
2

1 + I2i
xi （ i = 1，2，⋯，9）

x（1）=
!
B = 0.0 / 1.85 + 1.0 / 2.00 + 0.0 /










2.15

当 i = 1，2，⋯，9 时，有关实参数计算如下：

Ii = ｛0.1，0.2，0.3，0.4，0.5，0.6，0.7，0.8，0.9｝

pi = ｛1.980，1.923，1.835，1.724，1.600，1.471，1.342，1.220，1.105｝

gi = ｛0，0，0，0，0，0，0，0，0｝

Ui = ｛0.495，0.656，0.734，0.779，0.809，0.829，0.841，0.856，0.866｝

应用本文介绍的模糊仿真算法，
!
A 的有效论域记为 V0 = ｛0.9，1.0，1.1｝，将 0.9、1.0、1.1 分别代入

“追”的计划公式，由（8）式可得：

!
11 = 0.0 / 0.446 + 1.0 / 0.495 + 0.0 / 0.545

依此类推，有：

!
12 = 0.0 / 0.293 + 1.0 / 0.325 + 0.0 / 0.358

!
13 = 0.0 / 0.215 + 1.0 / 0.239 + 0.0 / 0.263

!
14 = 0.0 / 0.167 + 1.0 / 0.186 + 0.0 / 0.205

!
15 = 0.0 / 0.135 + 1.0 / 0.150 + 0.0 / 0.166

!
16 = 0.0 / 0.112 + 1.0 / 0.124 + 0.0 / 0.138

!
17 = 0.0 / 0.095 + 1.0 / 0.106 + 0.0 / 0.116

!
18 = 0.0 / 0.081 + 1.0 / 0.091 + 0.0 / 0.099

!
19 = 0.0 / 0.070 + 1.0 / 0.079 + 0.0 / 0.086

于是可得：

x10 =
!
B = 0.0 / 1.85 + 1.0 / 2.00 + 0.0 / 2.15 x9 = 0.0 / 1.672 + 1.0 / 1.811 + 0.0 / 1.948

x8 = 0.0 / 1.492 + 1.0 / 1.641 + 0.0 / 1.766 x7 = 0.0 / 1.354 + 1.0 / 1.491 + 0.0 / 1.607
x6 = 0.0 / 1.234 + 1.0 / 1.360 + 0.0 / 1.470 x5 = 0.0 / 1.133 + 1.0 / 1.250 + 0.0 / 1.355
x4 = 0.0 / 1.049 + 1.0 / 1.160 + 0.0 / 1.261 x3 = 0.0 / 0.985 + 1.0 / 1.090 + 0.0 / 1.189
x2 = 0.0 / 0.939 + 1.0 / 1.040 + 0.0 / 1.138 x1 = 0.0 / 0.911 + 1.0 / 1.010 + 0.0 / 1.108

从本例可以看出，无论是“追”还是“赶”的过程，其运算都是收效的 .
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