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冗余并联机构的 PD 控制!

吴宇列，吴学忠，李圣怡

（国防科技大学机电工程研究所，湖南 长沙 410073）

摘 要：采用并联机构的简化树动力学模型（reduced tree modeI），给出了冗余并联结构的动力学方程和基

于 PD 控制策略的控制方法。为了消除冗余并联机构固有的内作用力，给出了一种基于静态力平衡的控制方

法。最后，利用一个 2 自由度的冗余平面并联机构作为控制实例，实验结果表明了控制方法的正确性。
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PD Control of Redundant Parallel Manipulators

WU Yu-Iie，WU Xue-zhong，LI Sheng-yi
（Institute of Mechatronics Engineering，NationaI Univ. of Defense TechnoIogy，Changsha 410073，China）

Abstract：Dynamic eguations are derived using reduced tree modeI for cIose-chain mechanisms.The PD-based controI strategy is
empIoyed to controI the manipuIators. In order to eIiminate internaI forces inherent in redundant mechanisms，a new method based on
static force transformation is presented without forces feedback.FinaIIy，a 2-DOF pIanar redundant paraIIeI manipuIator is utiIized as the
controI exampIe.ExperimentaI resuIts show the vaIidity of the derived dynamic modeI and the proposed controI method.
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冗余并联机构有运动学冗余、驱动冗余、传感器冗余和任务空间冗余四种类型［1］，本文主要涉及驱

动冗余并联机构的控制问题。在并联机构中采用驱动冗余有优化机构作用力，避免奇异点，使机构更安

全等优点，但其控制相对比较复杂。

一般有两种方法来控制一个机构，即运动学和动力学方法。运动学方法指的是位置控制，动力学方

法是指力控制或力和位置的混合控制。对于运动学方法，我们需要知道机构的运动学正解和运动学逆

解。当控制机构运动时，首先根据末端执行器的位置和运动学逆解计算出各关节的位置，然后控制关节

到达指定位置。而对于驱动冗余的并联机构，由于存在位置误差以及瞬时的反向驱动，如果我们只控制

关节的位置，就可能在并联机构各分支间产生较大的内力，尤其在高速和大负载的情况下，内力会更大，

甚至会破坏机构［2］。因此在冗余并联机构控制中宜采用力控制的动力学方法。动力学方法首先需要建

立机构的动力学方程，对于串联机构，已经有建立的比较好的动力学方程，并且有很多的控制方法［3，4］，

而对并联机构而言，其动力学方程却要复杂得多，尤其是对冗余的并联结构。

文献［2］针对一个 2 自由度的冗余平面并联机构提出一个快速运动的控制方法，但它采用了简化的

机构模型，不能适用于一般的并联机构。文献［5］利用达朗伯和虚功原理推出了一套适合冗余和非冗余

并联机构的动力学计算方法，但是没有给出最后的动力学方程和控制方法。文献［6］和文献［7］利用并

联机构的简化模型，推出了一个动力学方程，文献［7］还采用了 PD 控制方法对一个 5 杆并联机构进行了

动力学控制，但都没涉及到驱动冗余的问题。本文将在这方面做一些探索工作，给出冗余并联机构的动

力学方程，然后采用一个改进的 PD 控制方法对一个 2 自由度的冗余平面并联机构进行动力学控制。
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! 动力学模型

!"! 非冗余并联机构的动力学模型

对于并联机构，其所有的关节!不是独立的，满足约束方程 f（!）= 0。根据简化树模型，可以先把

它的某些关节拆开，变成串联机构。如图 l 所示的 5 杆并联机构可以拆成 2 个串联机构。

图 l 5 杆机构的折分

Fig.l The cutting Of five-bar mechanism

设!a 表示主动关节，!p 表示被动关节，!=［!a!p］，"c 表示并联机构的驱动力矩，"O 表示等价串联

机构的驱动力矩。根据达朗伯原理和虚功原理，并联机构和它等价的串联机构所做的虚功相同，可以得

出如下非冗余并联机构的动力学方程［7］：

M'（!a） !a + C'（!a，'!a）'!a + N'（!a，'!a）="c （l）

式中：

# =
I
!!p

!!







a

，M'（!a）= #TM（!（!a）#，C'（!a，'!a）= #TM（!（!a）'# +#TC（!（!a），#'!a）#

N'（!a，'!a）= #TN（!（!a），#'!a）

!"# 冗余并联机构的动力学模型

动力学方程（l）假设机构是正常驱动的，如果机构是驱动冗余，那么!a 就不再是独立的关节坐标，

它满足约束方程：fl（!a）= 0。假使并联机构有 I 个自由度，!a 是 m 维矢量代表 m 个驱动关节，由于是

驱动冗余，m > I。设!al为 I 维矢量代表 m 个驱动关节中的任意 I 个关节，!a2为其它 I - m 个关节。

考虑!a2和!al的关系，同样利用达朗伯原理和虚功原理，可得出如下的冗余并联机构的动力学方程：

Ml（!al） !al + Cl（!al，'!al）'!al + Nl（!al，'!lal）= #T
l"a （2）

式中：#l =
I

!!a2

!!a







l

，Ml，Cl，Nl 和（l）式中的 M'，C'，N'有相似的表达式。

上式即为冗余并联机构的动力学方程，左边为独立的坐标变量，右边为冗余驱动力矩。在上式中，

如果给定"a，则机构的运动可以确定，但反之给定机构的运动，"a 不能被唯一确定。因此可以采用一定

的方法对"a 进行优化［8］，这也是引入驱动冗余的一个重要优点。

# PD 控制

PD 控制由于易于实现和所需计算量少，在串联机构中被广泛应用。其控制规则如下：

" =   
'e +  pe （3）

其中 e =!i -!，是期望位置与实际位置之差。

由于满足 'M - 2C 反对称的条件［7］，PD 控制对串联机构是稳定（收敛）的。对于并联机构，其动力学

方程具有与串联机构相同的形式，GhOrbel 已经证明对式（2）也满足 'M' - 2C'的反对称条件。对于冗余

并联机构，式（2）的左边和式（l）的左边是相同的，因此 PD 控制可以用于非冗余和冗余的并联机构的动

力学控制。

$ 内作用力的消除

在驱动冗余的并联机构中，如果驱动力分配不合适，各个驱动力就会只有一部分作用于负载，其它
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部分则互相抵消形成内力，过大的内力会对机构造成破坏，一般情况下应尽量减小机构的内力。基本的

PD 控制规则没有考虑内力作用，为此，提出一种基于静力平衡的改进的 PD 控制方法以消除机构内力。

对一个非冗余的并联机构，设 x 为其末端执行器的坐标，则 Jacobi 矩阵为：

 I = !x
!!a

（4）

设 f 为作用在末端执行器上的力，"为关节驱动力矩，则它们满足如下的关系：

f =  - T
I" （5）

考虑一个 I 自由度的并联机构，在驱动冗余情况下，假设驱动关节个数为 m，m > I。实际上，可选

择任意 I 个关节作为驱动关节来确定机构位置，这样共有 N 种组合方法，N = CI
m。对每一种组合，有：

fi =  - T
i "ai i = l，2，⋯，N （6）

在 N 种组合中，每个驱动关节要重复 P 次，P 为：

P = N· I
m （7）

比如，对于 2 自由度平面并联机构，如果选择 3 个关节作为驱动关节，则 m = 3，I = 2，N = C2
3 = 3，P

=
C2
3·2
3 = 2，三种组合方式为：［"l"2］，［"2"3］，［"l"3］.

在 I 自由度的并联机构中，设给定的冗余驱动力矩为："=［"l"2⋯"m］，" 表示第  个驱动力矩，"i

表示第 i 种组合的力矩，" 
i 表示" 在第 i 种组合所取的值。在每种组合中，由于" 要重复 P 次，为了不

重复计算，取" 
i =" / P，即：

"i = " l
i" 2

i ⋯" I[ ]i = l
P "

 l" 2⋯"[ ] I （8）

根据（6）可知各种组合的合力为：

f = "
N

i = l
fi = "  - T

i "i （9）

上式中 Jacobian 矩阵都是 I X I 的方阵，我们按照"= "l"2⋯"[ ]m 的顺序把它扩展成 I X m 的矩阵，如

果" 在某种组合没有出现，那它所对应的列全为零。因此，（9）可重写为：

f = "  * - T
i " =  r" （l0）

上式为冗余并联机构的静力平衡关系式，给定驱动力矩"，可以确定末端执行器的输出力 f，但给定

输出力 f，驱动力矩"不能被唯一确定，需要采用合适的优化方法来得到。

驱动力优化的方法有几种［8］，本文采用伪逆法。设  +
r 为  r 的伪逆，则：

" =  +
r f =  T

r（  r T
r ）-l f （ll）

伪逆法可以使得到的驱动力矩"的 2 范数最小，即所有的驱动力矩都转化为末端执行器的输出力

f，因此机构的内力为零。在 PD 控制中采用这种方法，可以消除冗余并联机构的内力。

设"m 为优化的输出力矩，结合（l0），（ll），可得：

"m =  +
r f =  +

r  r" = G" （l2）

因此，改进的 PD 控制规则为：

" = G（ Kpe + K1
~e） （l3）

改进的控制规则是在基本的 PD 控制规则中加入了内力消除矩阵 G，其结构如图 2。图中 M 表示

驱动电机和编码盘，Fi 是运动学逆解， i 是 Jacobian 矩阵的逆阵。

! 控制实例

以一个我们自己研制的，用于半导体封装设备的 2 自由度冗余平面并联机构为控制实例，机构的结

构如图 3（a）。

它有三个相同的分支，相交于一点 C，点 C 也是此机构的 2 维末端执行器。选取 Al，A2，A3 为三

3ll吴宇列等：冗余并联机构的 PD 控制



图 2 改进的 PD 控制

Fig.2 The improved PD controI

个驱动关节。机构的运动学正反解可参阅文［2］。

采用改进的 PD 控制规则控制机构沿倾斜 45 度的直线运动 !10 2mm，速度曲线为梯形曲线，

图 3 2 自由度冗余并联机构的控制

Fig.3 The controI of 2-DOF redundant paraIIeI mechanism

得到的关节空间和末端执行器空间的控制曲线如图 3（b）。采用改进的 PD 控制，机构能够比较平

稳地运行，没有出现相互干涉的现象，并且能以一定的精度跟踪期望的轨迹。图中的轨迹跟踪误差约为

0 !1mm，而定位误差约为 20!m。实际上可以通过增加积分项，前馈项和准确标定机构来提高位置精度。

! 结论

本文在冗余机构的动力学控制方面做了些有益的探索工作，给出了冗余并联机构的动力学方程，改

进了基本的 PD 控制规则以消除机构的内力，并把它应用到一个 2 自由度的冗余平面并联机构上，获得

了较好的控制效果。
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