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用线性规划法设计复系数 FIR 滤波器!

陆必应，宋千，梁甸农，周智敏

（国防科技大学电子科学与工程学院，湖南 长沙 410073）

摘 要：讨论了在复 Chebyshev 逼近意义下设计复系数 FIR 滤波器问题。直接把复 Chebyshev 逼近问题离

散化成有限维线性规划问题，再用单纯形法求解这种方法一直被认为只能设计实系数滤波器，而且计算量大、

收敛速度慢。本文从直接离散化出发，推导出一种求解此问题的改进的单纯形算法，适用于设计复系数滤波

器，极大地减小了计算量，提高了收敛速度。并证明了它与通过求解半无限线性规划的对偶问题而得到的改

进的单纯形法是等价的。最后给出了算法的仿真结果。
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Using Linear Programming to Design Complex Coefficients FIR Filters
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Abstract：This paper discusses the design of compiex coefficients FIR fiiters in the compiex Chebyshev sense. One way to soive this
probiem is to first formuiate the compiex Chebyshev approximation probiem into finite iinear programming through discretization，and then
simpiex method foiiows. But it has been thought that this method invoives too much computation cost，converges siowiy and it is appiica-
bie oniy for designing reai coefficients FIR fiiters. Here a new aigorithm is formed，which is a variant of the simpiex method. It exhibits
good convergence，iow computation effort and can be used to design compiex coefficients FIR fiiters. It proves eguai to the aigorithm
formed from the duai of semi-infinite iinear programming. An exampie is presented in the end.
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近年来，任意复值频率响应 FIR 滤波器设计问题受到人们的广泛重视［1，4 ~ 6］，其一个典型应用是作

为幅度、相位均衡器［5，6］。在最小化最大误差的准则下，任意复值频率响应的 FIR 滤波器设计问题实际

上是一个复 Chebyshev 逼近问题［1，4，5，6］。解决这类问题最有效的方法是通过加旋转因子将复逼近问题

转化成实逼近问题，再用线性规划方法来求解。在如何求解这类线性规划问题上存在两个发展方向，第

一个方向是直接把连续因子离散化，用有限维线性规划来近似无限维线性规划［1，4］，再利用单纯形法来

求解，第二个方向是利用无限线性规划的理论，给出其对偶规划，通过求对偶规划来求得原问题的

解［5，6］。长期以来，大家一直认为直接离散化方法只能求解实系数滤波器，且计算量大，收敛速度慢，而

直接求无限线性规划的对偶这种方法可以设计复系数滤波器，且计算量小，收敛速度快。本文从理论上

对直接离散化方法进行了分析，推导出一种改进的单纯形算法，与文献［6］中得出的方法完全相同，从而

证明了两种算法在本质上是等价的。

1 复系数 FIR 滤波器设计问题

设待求滤波器的理想频率响应为 D（!），用 N 阶实际频域特性为 H（!）的复系数 FIR 滤波器去逼

近，定义复值误差函数 E（!）为：

E（!）= W（!）［D（!）- H（!）］ !"" （1）

其中"为（ -!，!］上的一个紧支集，W（!）为正的、实的权值函数。令#= max
!""

｛I E（!）I｝，则在最小化

最大误差准则下，滤波器的设计问题就是寻找使#达到最小的系统函数H（!），其数学描述如下：
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求 min （2）

满足

I D（ ）- H（ ）I! / W（ ）  " （3）

由于理想频域响应是任意的，（2）、（3）两式代表的是一个复 Chebyshev 逼近问题，这类问题已被证明

最优解存在且唯一［l］，且有如下定理成立：

定理 l 设｛ i（ ）｝N
i = l 是 N 维复数子空间的一组基函数，则 H（ ）是 D（ ）的最佳 Chebyshev 逼近

当且仅当：存在 r 个极值频率点 l， 2，⋯， r 和 r 个正实数 l， 2，⋯， r，# i = l，r ! 2N + l，使得

#
r

 = l
  ［ D（  ）- H（  ）］ i（  ）= 0 i = l，2，⋯，N （4）

一个复数域的线性优化问题在实数域是一个非线性优化问题，但对任意一个复数 z 有：

I z I = max
 "（-!，!］

Re｛ze-   ｝ （5）

式中 "［ -!，!）称为旋转因子，称（5）式为复数的旋转变换公式。

通过旋转变换，可以把上述复逼近问题转化成实数域的线性优化问题。假设滤波器的系数可表示

为 hc = h +  hN +   = 0，l，⋯ N - l，则滤波器的频率响应为：

H（ ）= #
2N-l

 = l
h 6 （ ） （6）

其中 6 （ ）= e -   ，6 + N（ ）=  e -   ， = 0，l，⋯ N - l。又令

h =［ h0，hl，⋯，h2N -l， ］ （7）

6 =［0，0，⋯，0，l］T （8）

把（6）、（7）、（8）式代入（2）、（3），并对（2）式作旋转变换，则设计滤波器的复逼近问题可描述为：

求 minh6 （9）

满足

h Re｛［l，e-   ⋯，e-   （ N -l）， ， e-   ，⋯， e-   （ N -l）］e-   ｝，
l

W（ [ ]）

T

$ Re｛D（ ）e-   ｝ （l0）

其中 " ， "（ -!，!］。这正是具有有限变量、无限约束的半无限线性规划（SIP）问题的标准形式，

（9）式为目标函数，（l0）式为约束条件。

! 直接离散线性规划法

为求解上述半无限线性规划问题，先把它离散化。由于上述问题存在两个连续变量 和 ，系数的

离散化过程是二维的。 的离散处理就是频域的抽样， 的离散化是对旋转变换的一个近似处理。把

 在区间［ -!，!）均匀离散化为 p 点，则有

  = 2  - l - p
p !  = l，2，⋯ p （ll）

假设

M = max
 = l，2，⋯，p

Re｛ze-    ｝ （l2）

则有

I z I cos!p ! M ! I z I （l3）

上式表明了用 M 近似复数 z 的绝对值的误差范围。显然，随着 p 增大，M 逼近 I z I 。
把 的离散化值 i（ i = l，2，⋯ M）和 的离散化值  （  = l，2，⋯ p）代入（l0）式，则半无限的线性规

划问题转化成有限维的线性规划问题，表示如下：

求 minh6 （l4）

满足

hA $ c （l5）
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令 Tj，k =［cos!j，cos（!j +"k），⋯，cos（!j +（N - 1）"j），sin!j，⋯，sin（!j +（N - 1）"k，1 / W（"k）］T

Apj =［Tj，1，Tj，2，⋯，Tj，M］

cpj =［Re｛D（"1）｝cos!j + Im｛D（"1）｝sin!j，⋯，Re｛D（"M）｝cos!1 + Im｛D（"M）｝sin!j］

则有

c =［ cp1，cp2，⋯ cpp］

A =［Ap1，Ap2，⋯，App］
矩阵 A 为（2N + 1）X（Mp）维，向量 c 为 1 X Mp 维，约束条件是超定的，根据线性规划的对偶理论，很容

易得到其对偶形式：

求 maxcx （16）

满足

Ax = 6 x ! 0 （17）

其中 x 和 h 互为对偶变量。对于有限维线性规划，原问题和其对偶问题是等价的。因此可通过求

解由（16）、（17）式表示的对偶问题从而得到原问题的解。求解线性规划问题通常利用单纯形法。设 A
的第 i 列向量为 Ai，c 的第 i 个元素为 ci，则单纯形法的基本步骤为：

（1）求初始可行基 B 和基本可行解 x。当 xi 为基变量时 xB = B - 1 6，否则 xi = 0。

（2）求对偶变量 h = cBB - 1。

（3）求入基变量。计算非基变量的代价 60 j = hAj - cj，j = 1，2，⋯，Mp，若存在 i，使得 60 i < 0，则选一

个变量，计其列序号为 S，作为入基变量；若无，则迭代终止，已得最优解。

（4）求出基变量。计算入基变量的列向量 iS = B - 1AS，若对所有的 j，iS（ j）"0，j = 1，2，⋯，2N + 1，

步骤终止，问题无最优解。相反，求使比率 6（ i）/ iS（ i）达到最大值的 i 记为 r，则 r 行对应的基

变量记为 Bjr
是出基变量。

（5）用 AS 代替 Bjr
，形成新基，求其逆#B - 1 = ErSB - 1和新的基本可行解 x#B = ErSxB。再转到步骤（2）

! 算法的改进

通用单纯形计算量主要集中在求非基变量的代价上，每个循环要进行（2N + 1）Mp -（2N + 1）2 次实

数乘法运算。对滤波器设计问题，考虑到 h、A 和 c 的具体形式，非基变量的代价为：

60 i = hAi - ci （18）

= Re $
N-1

k = 0
hcke-  "I - D（"I( )） e-  !{ }g + #

W（"I）
（19）

= #
W（"I）

- Re｛（D（"I）- H（"I））e-  !g｝ （20）

故有 W（"I）60 i =# - W（"I）Re｛（D（"I）- H（"I））e-  !g｝ （21）

式中 I = i - M（g - 1），1" I"M，g =［（ i - 1）/ M］+ 1，1"g"p。虽然任意 60 i < 0 对应的变量均可作为

入基变量，为提高收敛速度，通常希望代价越小越好，一般的文献中通常采用所谓的“最陡下降”法，即最

小代价对应的变量作为入基变量，而我们在此选择加权代价 W（"I）60 i最小值对应的变量作为入基变

量，加权代价最小等价于上一次迭代求得的滤波器的频域响应和理想频域响应加权误差函数 E（"）绝

对值达到最大，故入基变量对应的"I 即为 I E（"）I 最大值对应的频率点"max，!g 即为 arg（E（"max））。

这样在设计滤波器的过程中，只要求得线性规划问题的一个初始可行基和初始可行解就不需要显式地

给出旋转变化角度的离散值，也不需要显式地列出矩阵 A，只要求出每次迭代误差函数的加权最大值即

可。由于离散化的影响，使误差达到最大的"max可能不唯一，此时采用最小下标准则，即取最小 I 对应

的频率点。下面介绍改进的单纯形法的具体细节及其存在的优点。

在初始值的求法上，采用与文献［6］相同的人工变量法求初始可行基。在第三步求入基变量如前所

述是通过求前一次迭代得到的滤波器频域响应和理想频域响应加权误差函数 E（"）最大绝对值得到
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的。可采用补零 FFT，需进行 2M logM 次实数乘法（复数乘法均按 4 次实数乘法计算，而没有考虑特殊

情况）。如采用普通单纯形法，为保证精度，一般要求 p>128，其计算量要大两个数量级。

由线性规划问题的推导过程可知，（21）式中的 为目标函数值。对求最大值的线性规划问题，目标

函数递增并逼近最优解，即 小于并随着迭代次数的增加逼近给定阶数最优滤波器的最大频域误差，

这样在迭代过程中可以确定给定阶数的滤波器最优解能不能满足实际性能要求，如不能满足要求则及

时终止迭代，重新选择滤波器阶数。为进一步减小计算量，对达到最优解的条件 60 i>0 作适当的修改，

设最大频域误差对应的频率为 t，令 =
W（ t）60 t

 
，则 可认为是本次迭代误差相对于误差最优值的

相对改善率对相对改善率设计一个门限。每次迭代后计算 ，若小于门限，则终止循环，取此近似最优

解为所求解，这样滤波器性能几乎没有损失，却可以减小迭代次数。

! 无限对偶规划法

前文已经指出（9）、（10）式表示的是有限变量、无限约束的半无限线性规划（SIP）问题，令 x ［0，1］

为 、 的正实值函数，直接写出其对偶形式

求 max
XH
~  

x（ ， ）Re｛D（ ）e-   ｝c c （22）

满足

H
~  

x（ ， ）［Re｛［1，e-   ⋯，e-   （ N -1）， ， e-   ，⋯， e-   （ N -1）］e-   ｝，
1

W（ ）
］T = 6 （23）

这是一个约束条件为 2N + 1、变量为连续变量的半无限线性规划问题。据此对偶问题 D. Burnsice
和 T. W. Parks［5］给出求解此问题的一种改进的单纯形算法，称之为无限对偶规划法，文献［6］对此方法

作了较大的改进，具体算法参见文献［5，6］，下面证明此算法和直接离散线性规划法的一致性。

对于原问题和对偶问题等价的无限线性规划问题，线性规划理论的松紧关系仍然成立。本问题的

松紧关系如下：h0 和由 0、 0 决定的 x0 分别是最优解和对偶最优解的充要条件是：

（ h0 B - c ）x0
 = 0， = 1，2，⋯，2N + 1 （24）

如果 x0
 > 0， = 1，2，⋯，2N + 1，上式可改写成如下形式

（ HOpt（ 0
 ）- D（ 0

 ））e-   
0
 +  

W（ 0
 ）

= 0 （25）

亦即

W（ 0
 ）EOpt（ 0

 ）=  EOpt e  
0
 （26）

显然，（26）式表明 0
 ， 0

 是最优加权误差对应的频率和相位点。因此在迭代过程中，求入基变量时

只需要直接把上次迭代求得的加权误差最大值点对应的变量作为入基变量，这样就得到了与直接离散

法相同的算法。实际上，当 60 i逼近 0 时，由（20）式直接得到（36）式，这正从本质上说明了两种方法的等

价性。

" 仿真结果

大量的仿真实验表明，本文提出的设计复系数 FIR 滤波器的算法与现有的设计复系数滤波器的算

法相比，计算量小，收敛速度快，稳健性好，适合于设计高阶复系数滤波器。文献［6］对此作了比较。下

面给出一个设计复系数 FIR 滤波器的实例。设一个幅相均衡器经归一化处理后的通带为 fp =［ - 0 . 22，

0 .22］，其通带幅度特性和相位特性如图 1 和图 2 所示。

用一个 64 阶复系数滤波器来逼近此均衡器，在阻带具有 40cB 抑制的情况下，其幅度误差和相位误

差分别如图 3 和图 4 所示。仿真实验表明本文算法比文献［5］算法效率提高了一个数量级。

# 结论

文中讨论了在复 Chebyshev 逼近意义下用线性规划法设计复系数 FIR 滤波器问题。从直接离散化
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图 1 通带幅度特性 图 2 通带相位特性

Fig.1 Ampiitude characteristic of pass band Fig.2 Phase characteristic of pass band

图 3 幅度误差 图 4 相位误差

Fig.3 Ampiitude error Fig.4 Phase error

出发，推导出一种求解此问题的改进的单纯形算法。该算法适用于设计复系数滤波器，具有优良的性

能。并从理论上证明了它与无限对偶规划法是等价的。仿真结果说明了算法的有效性。
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