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改进的累量域波达方向矩阵法!

刘全

（国防科技大学电子科学与工程学院，湖南 长沙 410073 ）

摘 要：构造了一种可以进行高分辨二维波达方向估计的累量域波达方向矩阵。利用该矩阵的特征值和

特征向量，就可以求出信号源的方位角和俯仰角。同其它的波达方向矩阵法相比，放宽了对阵列结构的要求，

提高了阵列孔径的利用率。同时，由于采用了累量来构造波达方向矩阵，因此新方法具有对高斯噪声的自然

盲性。
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Modified cumulant-Based DOA- Matrix Method

LI U Guan
（School of Electronic Science and Technology ，National UniV. of Defense Technology ，Changsha 410073 ，China ）

Abstract ：Acumulant- based direction-of-arriVal（DOA）matri x is proposed ，Whose eigenValues and eigenVectors can be used
to get t he esti mates of si gnal directions . It diff ers from other doa- matri x methods i n t hat it relaxes t he reCuirements f or array
geometry ，makes better use of t he array aperture and is based on cumulant ，Which makes the neWalgorit hminsensiti Ve to Gaus-
sian noise .

Key words ：Direction-of- ArriVal（DOA）Esti mation ，Cumulant ，DOA Matri x

在众多的二维波达方向估计方法中，波达方向矩阵法［1 ］是一个具有较好性能的方法。通过构造一

个波达方向矩阵并对其进行特征分解，就可以从特征值和特征向量中分别求出信号源的方位角和俯仰

角，计算量较小，参数自动匹配。最初的波达方向矩阵法存在一些不足，如不能适用于方位角和俯仰角

兼并的情况，阵元利用率不够高等，因此随后出现了许多改进方法［2 ］［3 ］，其中文献［3 ］中利用累量形成虚

拟阵元，从而提高了阵元利用率，但仍没有解决方位角兼并带来的问题。本文在文献［3 ］的基础上进行

改进，构造了一种新的累量域波达方向矩阵，进一步提高了阵元利用率，并可适用于方向角兼并的情况，

从而提高了估计性能。

在本文中，均假设信号源为相互统计独立的窄带远场平面波，信号源数为P ，和X 、Y 轴的夹角（在

本文中将分别被称为方位角和俯仰角）分别为（!i ，"i ），i =1 ，2 ，⋯，P 。噪声为空域上的高斯噪声，且统

计独立于各信号源。

1 改进的累量域波达方向矩阵法

考虑图1 所示的阵列，共有 M + 1 个阵元，其中 M 个在X 轴上，x k（k =1 ，2 ，⋯，M）到x 1 的距离为

di ，第 M + 1 个阵元的位置为（d x ，d y ）。这个阵元阵列和文献［3 ］中的阵列结构比较相似，但文献［3 ］中

阵元x M+ 1 在Y 轴上，也没有说明x k ，k =1 ，2 ，⋯，M，这 M 个阵元的位置，从其仿真实验可以看出，文

献［3 ］中假定这 M 个阵元构成一个间距为半波长的均匀线阵，且d y 也为半波长。显然，本文放松了对

阵列结构的要求，提高了实际应用时的灵活性，同时也因此可以获得性能上的提高。设信号源为s i（t ），

i =1 ，2 ，⋯，P ，考虑下面两个累量矩阵：

CUM0 = cum（x "
1 ，x 1 ，x "

k ，xl ）」（M+1 ）"（M+1 ）， k ，l = 1 ，2 ，⋯，M + 1
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图1 改进方法的阵列结构

Fig. 1 t he arroy geomebry f or modufied method

CUM1 = cum（O !M+1 ，O 1 ，O !a ，Ol ）」（M+1）!（M+1）， a ，l = 1，2，⋯，M + 1
当信号源S i（t ）为非高斯分布，噪声为与信号独立的高斯噪声时，根据累量的定义和性质［4］，可以证明这

两个累量矩阵有下述关系：

CUM0 = A!D（A!） （1）

CUM1 = A!!!D（A!） （2）

其中

A =［a 1 a 2 ⋯ a P ］

ai =［exp（j 1，i ） exp（j 2，i ） ⋯ exp（j M，i ） exp（j（ 0，i + O a ））］T

! = diag exp［j（ 0，1 + O 1 ）］ exp［j（ 0，2 + O 2 ）］ ⋯ exp［j（ 0，P + O P ）］」

D = diag C 4，1 C 4，2 ⋯ C 4，P 」

 0，a = 2!d Ocos!a""
#a = 2!d ycos$a""
 i ，a = 2!dicos!a"" i = 1，2，⋯，M，a = 1，2，⋯，P

C 4，i = cum（S !i（t ），S i（t ），S !i（t ），S i（t ））， i = 1，2，⋯，P
和波达方向矩阵法进行比较，可知式（1）与式（2）的关系也类似地存在于波达方向矩阵法中，因此通过求

｛CUM0 ，CUM1 ｝的广义特征分解，在A和! 满足一定条件的情况下，就可以从特征值和特征向量唯一

地求出信号源的方向。下面给出求解的具体过程。

CUM0 的秩为P ，因此它有下面的特征分解：

CUM0 = "
P

a =1
"aeae~a

其中"a 和ea 分别为CUM0 按降序排列的第a 个特征值和相应的特征向量。

若CUM0 的伪逆定义为：

CUM#0 = "
P

a =1
"-1aeae~a

则定义如下的累量域波达方向矩阵：

C = CUM1 ·CUM#0
对此累量域波达方向矩阵进行特征分解，则有如下关系：

CA! = A!!!

上式的证明和文献［1］相似。

由上式可知，从累量域波达方向矩阵的P 个较大的特征值及其相应的特征向量就可以求出信号源

的方位角和俯仰角。但因为波达方向矩阵是由所有阵元求出来的，因此特征向量不再是范德蒙向量，其

元素也不都由方位角的值决定，特征值也是由方位角和俯仰角同时决定。这个特点决定了改进方法可

以适用于方位角和俯仰角发生兼并的情况，同时具体求解过程与文献［1］、［3］有些区别。我们注意到，

特征向量的前M 个元素只包含方位信息，因此可先由这M 个元素估计出方位角，然后把方位角的估
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计值代入特征值，求出相应的俯仰角。

为了比较方便地求出信号的方向，dx、dy 和di 的选取有一定要求。一般可选dy=!!2 ，dx=!!2 ，

d1 =!!2 ，对其它的di 则没有要求，并且dx、dy 也可根据需要选择其它值，因此阵列具有较好的灵活

性。

从上面的介绍可以看出，改进的累量域波达方向矩阵法，利用特征分解得到的特征值和特征向量就

可以得到两个方向的估计，不需要进行任何搜索求解，计算量较小，是一种快速的二维波达方向估计方

法。同时，由于波达方向矩阵是基于所有阵元的，因此提高了阵元利用率，由M+ 1 个阵元可估计M
个信号，而文献［3 ］中只能估计M-1 个，同时对方向角是否发生兼并不敏感。另外，由于利用了累量

来估计方向，因此具有对高斯噪声的自然盲性。

! 仿真实验

本节给出改进的累量域波达方向矩阵法的计算机仿真结果。每个实验都由50 次独立试验组成，每

次试验的快拍数为500 。噪声为高斯噪声，并且和信号统计独立。

例" 在本实验中，阵列由5 个阵元构成，即M=4 ，且di，i=1 ，2 ，3 ，4 ，分别为0 ，1 ，3 ，5 倍半波长，

dx、dy 均为半波长。两个信号源互相独立，功率相同，入射角分别为（45 ，40 ），（50 ，50 ）。作为对比，

实验中还采用了文献［3 ］的方法（方法2 ），阵元数仍为5 个，但di 分别为0 ，1 ，2 ，3 倍半波长，dx 为0 ，dy
等于半波长。实验结果见图2 。从图中可以看出，由于改进方法可以对阵列的结构进行调整，充分利用

阵列的孔径，因此获得了更好了估计结果。

图2 例1 的估计结果

（!：方法1 信号1 "：方法2 信号1
#：方法1 信号2 $：方法2 信号2 ）

Fig. 2 esti m ation result of example regult of exanyple
（!：method 1 signal 1 "：methnd 2 signal 1
#：method 1 signal 2 $：methd 2 signal 2 ）

例2 本实验检验改进方法对方向角兼并情况的适应性。阵列仍由5 个阵元构成，di，i= 1 ，2 ，3 ，

4 ，分别为0 ，1 ，3 ，5 倍半波长，dx、dy 均为半波长。信号源有3 个，功率相同，入射角分别为（45 ，40 ）、

（45 ，60 ）、（60 ，60 ），3 个信号互相独立。实验结果见图3 。从图中可以看出，虽然这3 个信号在方位、

俯仰方向都有兼并现象，但由于本文方法形成波达方向矩阵时利用了所有阵元，因此仍然可以较好地估

19刘全：改进的累量域波达方向矩阵法



计出各个信号源的方向。

图3 例2 的估计结果

（!：信号1 "：信号2 #：信号3 ）

Fig. 3 esti mation renslt of example 2
（!：signal 1 "：signal 2 #：signal 3 ）

! 结论

从以上理论分析和仿真实验结果可以看出，本文提出的改进的累量域波达方向矩阵法是一种具有

较好性能的二维波达方向估计方法，它不但具有其它累量域波达方向矩阵法的优点，如计算量较小，对

高斯噪声不敏感，而且具有许多其它优点，如对阵列的结构要求比较低，阵列孔径利用率较高，可以适用

于方位角和俯仰角发生兼并的情况等。改进方法的主要缺点是高信噪比时的估计性能并不理想。这是

因为在快拍数较小时，累量的估计存在较大误差。因此，如何在快拍数少的情况下获得较好的累量估计

是一个非常值得研究的问题。
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