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一种高精度六面体广义协调元!

任钧国，张书俊，欧阳勇

（国防科技大学航天与材料工程学院，湖南 长沙 410073 ）

摘 要：在八节点六面体等参单元的基础上在其各个面的法向方向上增加一个自由度，同时为了提高

精度，改善其性能，消除几何敏感性，又引入七个非协调的内部位移函数和一个泡状函数作为附加位移。

数值计算表明该单元的性能良好。
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A hexahedron generalized Confor ming Element wit h high Accuracy

REN Jun-guo，Z~ANGShu-j un ，OUYANG Yong
（College of Aerospace and material Engineeri ng ，National Univ . of defense Technology ，Changsha 410073 ，China ）

Abstract ：In t his paper a nor mal freedomon each area is given on 8- node hexahedron isopapametric element . At t he same
ti me seven unconfor ming i nner displacement f unctions and one bubble f unction are adopted as additional displacement i n order to
eli mi nate geometry sensiti vity and gai n high precision . Numerical results showthat t his element is of excellent properties .
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利用有限单元法进行三维结构问题的分析时，首先必须确定使用什么样的单元。从使用四面体单

元开始，到目前积累了许多高精度体单元，如二次四面体单元、六面体单元及各种等参体单元。为了

提高有限元的计算精度，使所划分的单元能够适应复杂的曲面边界，经常使用等参元。八节点六面体

等参单元，作为一种低阶单元，形式简单，划分方便，节省机时，但精度较差。

1 单元位移函数

所讨论的六面体十四节点三十自由度等参广义协调元如图1 所示，六面体各角节点含有（ui，Oi，

wi）三个自由度，且在各个面的法线方向上有一个自由度Ui。

图1 六面体等参元

Fig. 1 ~exahedron isopapametric element

六面体各角节点形状函数为：

NOi（!，"，#）=（1 +!i!）（1 +"i"）（1 +#i#）／8 （i=1 ，2 ，⋯，8 ） （1 ）

六面体各个面的形状函数为：

国 防 科 技 大 学 学 报

第23 卷 第6 期 JOURNAL OF NATI ONAL UNI VERSI TY OF dEFENSE TEC~NOLOGY Vol. 23 No. 6 2001

! 收稿日期：2001-06-10
作者简介：任钧国（1946- ），男，教授，博士生导师。



  1（!，"，#） （1  #2 ）（1  !2 ）（1  "）／2
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  4（!，"，#） （1  "2 ）（1  #2 ）（1  !）／2

  5（!，"，#） （1  !2 ）（1  "2 ）（1  #）／2

  6（!，"，#） （1  !2 ）（1  "2 ）（1  #）／
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单元的节点自由度表示为：

! ［!1 !2 !3 !4 !5 !6 !7 !8 U1 U2 U3 U4 U5 U6 ］T

其中：!i  ［/i Ui Ii ］T，Ui（i  1 ，2 ⋯6 ）分别表示面1 ，2 ，3 ，4 ，5 ，6 上法线上的节点自由度。

单元位移函数由三部分组成：
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其中， !0 为相应八节点二十四自由度等参体单元的协调位移函数，
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 ! 为法线方向自由度确定的位移，且
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其中，7 1
i ，7 2

i ，7 3
i 为各个面法线方向矢量沿各轴的分量，  i （!，"，#）为各个面的形函数。

为了提高计算精度，引入用内部自由度表示的附加位移场 !$，为了保证单元通过分片试验，采

用了如下广义协调条件：

 U
 !$d!d"d# 0 （6 ）
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$1 1  $4 2  $7 3  $10 4  $13 5  $16 6  $19 7  $22 8

$2 1  $5 2  $8 3  $11 4  $14 5  $17 6  $20 7  $23 8

$3 1  $6 2  $9 3  $12 4  $15 5  $18 6  $21 7  $24 
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（7 ）

函数 i 是满足（6 ）的七个附加位移函数：

 1  !2  "2  #2  1  5  !"（#2  13／10 ）

 2  !（"2  #2  2／3 ）  6  !#（"2  13／10 ）

 3  "（!2  #2  2／3 ）  7  "#（!2  13／10 ）

 4  #（!2  "2  2／3 ）

（8 ）

以及所加入的泡状函数：

 8  （1  !2 ）（1  "2 ）（1  #2 ） （9 ）

其中，

"$ ［"$1 "$2 "$3 "$4 "$5 "$6 "$7 "$8 ］

"$i  
 i 0 0
0  i 0
0 0  

 

 

 

 i

（10 ）
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!= !1 !2 ⋯ !23 !24 」T

将（4 ），（5 ），（7 ）代入（3 ）式，就可以得到本文新建单元的位移场函数：

~u = Nge + N!! （11 ）

式中，N = ［N 1 N 2 ⋯N 8 Nf 1 Nf 2 Nf 3 Nf 4 Nf 5 Nf 6 ］
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! 单元刚度矩阵和载荷矩阵

单元上的平衡方程为：

KCC KC!

K!C K
［ ］

!!

Ce

!
<
 
L
>
 
 e
=

Fe

｛ ｝0
（12 ）

这里，KCC = U "，#，$ ［-1 ，1 ］
B TDB I J I d"d#d$

采用凝聚方法将其中的内部自由度!用单元节点自由度表示，从式（12 ）第二式可以得到：

!e = - K -1
!!K!Cg e （13 ）

这样（11 ）式可以改写成：

u = N  g e （14 ）

式中：N  = N - N!K -1
!!K!C ，K!!= U "，#，$ ［-1 ，1 ］

B T
!DB!I J I d"d#d$，K!C = U "，#，$ ［-1 ，1 ］

B T
!DB

I J I d"d#d$.
在以上各式中，B ，B!分别表示与N ，N! 对应的应变矩阵；D 为材料弹性矩阵；l J l 是坐标求

导变换中的Jacobi 行列式。

若将（13 ）代入（12 ）式，得单元刚度矩阵：

Ke = KCC - KC!K -1
!!K!C （15 ）

对于作用在单元域内的分布载荷P 及边界分布载荷~P ，单元的等效节点力为：

Fe =H A
［N  ］TPdA +H EA

［N  ］T~PdS （16 ）

其中，A 、EA 分别表示载荷分布区域 。

将单元刚度矩阵Ke 与单元载荷列阵Fe 分别拼装组成整体刚度矩阵K 和载荷列阵F ，得到关于节

点的平衡方程：

Kg = F （17 ）

处理边界条件后求解（17 ）可得g ，从而利用式（13 ）求得附加位移!。

图2 分片试验

Fig. 2 Patch test

利用几何方程求得应变分量：

"= Bg e + B!!e （18 ）

然后便可利用本构方程求得单元应力#。

" 算例

"#$ 分片检验

如图2 所示块体是为常应力分片检验划分的网

格，经计算得知，新单元得到的各节点位移和应力

与精确值完全一致，说明该单元能通过分片试验。

"#! 均匀拉伸问题

如图3 所示均匀拉伸问题，计算结果比较见表1 。从表中可以看出，新单元NH14 的节点位移及
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应力值与精确解完全一致，同时老单元~8 的计算结果也与精确解非常吻合，这表明八节点二十四自

由度等参元~8 在均匀拉伸问题中也已具有较高的精度。

图3 均匀拉伸问题

Fig. 3 Unif or mtension

表1 均匀拉伸问题数值比较

Tab. 1 Comparison of unif or mtension

单元 节点位移 立方体任一点应力

u A O A zA !X !Y !Z
~8 10. 67 -0. 4 -0. 8 2000 0. 0 0. 0

~11［4 ］ 14. 86 -0. 276 -0. 524 无常应力态

N~14 10. 67 -0. 4 -0. 8 2000 0. 0 0. 0
精确解 10. 67 -0. 4 -0. 8 2000 0. 0 0. 0

!"! 纯弯曲问题

图4 是一悬臂梁的纯弯曲问题，旨在考查单元的弯曲性能，从表2 可以看出，老单元~8 的节点

位移及应力值与理论解相比有较大的误差，而新单元N~14 的计算结果与理论解非常接近；这说明，

由于非协调内位移的引入，新单元N~14 明显改善了八节点二十四自由度等参元~8 的弯曲解。

M = 2000 E = 1500 "= 0. 3 a = 10／3

图4 纯弯曲问题

Fig. 4 Pure bendi ng

表2 纯弯曲解的数值比较

Tab. 2 Comparison of pure bendi ng

单元 O A !x 

~8 45. 79 -1187. 01

N~14 98. 14 -2140. 20
理论解 100. 00 -3000. 00

# 结论

本文构造的单元能够通过分片试验，保证了单元的收敛性。在位移有限元模型中，通过应用内部

自由度表示的附加位移场来改善单元性能并不是一个新概念。但是通过采用非协调的附加位移场则不

能保证单元在任何情况下收敛，本文采用广义协调的方法，有效地解决了三维六面体单元这一问题，

并改善了其性能。算例表明，所构造的单元是一种简单、有效的低阶单元，在节约了计算机时间和内

存的前提下，保持了较高的精度，具有实用价值，也有一定的理论意义。
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