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弹道跟踪数据处理中的几个计算问题!
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摘 要：结合弹道跟踪数据建模和数据处理的实践，提出了几个有典型应用价值的测量数据模型，在

应用这些数学模型解决实际问题时，涉及统计、优化、函数逼近等几方面的理论和计算问题。这些问题和

模型的研究，对解决许多相关的实际问题有重要意义。
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Several calculati ng Problems of t he
Processi ng of trajectory tracking Data
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（College of science ，National Univ . of Defense Technology ，Changsha 410073 ，China ）

Abstract ：Based on our research and exploration i n t he field of data processi ng and modeli ng of traj ectory tracki ng data ，

t his paper puts f or ward several observi ng data models wit h typical application . These models are relative to many aspects of
statistics，opti mization ，f unctional approxi mation i n t heory and calculation . The i nvesti gation of t hese problems and models is
significant to t he solution of many relevant practical problems .
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弹道跟踪数据是分析和评估运载火箭飞行试验是否成功的重要依据，也是改进火箭控制系统设

计、提高制导精度的重要依据。而弹道跟踪数据的精度则是保证弹道跟踪数据应用效果的关键。提高

弹道跟踪数据的精度，一是从硬件设备上想办法；二是从数据处理上想方法［1 ］。

本文是作者多年实践工作的总结［2!9 ］，重点讨论了弹道跟踪数据处理中几个重要的大计算量问

题，其中包括：提高测量数据精度的异常数据（测元）的诊断与识别；建立少参数、高精度参数模型

的自变量选择；待估函数的双正交基逼近；基于全程试验的全程鉴定等。这些方法不仅可以联合使

用，也可分别使用；不仅适用于各类弹道跟踪数据的处理问题，也适用于数据融合、经济分析、气象

预报等领域的数据处理问题。其关系见图1 。

1 异常数据的批量识别问题

假设对I i 时刻的f（I i ）值进行观测，得到测量数据（I i ，y i ）（i = 1 ，2 ，⋯，M），设其模型为：

y i = f（I i ）+ e i ， i = 1 ，2 ，⋯，M
其中Ee i = 0 ，Ee ie j =  2aij 。测量数据处理的主要任务，就是要估计f（I i ）。应用函数逼近方法可以将

f（I ）表示为f（I ）= "
N

j =1
Bj<j（I ），其中，（<1 ，<2 ，⋯，<N ）是一组（已知）基函数，B=（B1 ，B2 ，⋯，BN ）T 是

待估参数。记X =（aij ）M·N ，aij = <j（I i ），Y =（y 1 ，y 2 ，⋯，y M）T，于是

Y = XB+ e ，e ~（0 ， 2I ） （1 ）
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图1 弹道跟踪数据处理中大计算量问题的关系

Fig. 1 The relation among several calculati ng problems i n t he processi ng of traj ectory tracki ng data .

根据最小二乘估计方法，可以得到线性模型（1. 1 ）中参数!的估计!!"。但近代稳健统计学的研

究表明，!!" 的影响函数是一个无界函数，崩溃点"!（!!"）#0 。这就意味着，在应用LS 估计时，观测数

据中不能含有粗大误差，否则结果是不可靠的。但工程实践告诉我们，粗大误差是不可避免的。因此，在

求!的估计以前，异常观测数据的识别与剔除是必需的，而且是十分重要的。

!"! 异常数据的识别与剔除

对于异常数据单个出现的情况，逐点剔除法的处理结果比较好［1 ］；但对于异常数据在某一时段

连续出现或某一测量通道异常（即异常测元）的情况，逐点剔除法的处理效果就不够理想。在工程实

践中，这种情况常有发生，例如测量设备、传输设备、接收设备中的任何一个在某一时间段内出现异

常，就会有连续的异常数据出现。对于存在异常数据的观测数据来说，能一次识别并剔除所有的异常

数据（测元），其处理效果是最好的。因此，构造异常数据批量识别的统计量，寻找计算量较小的方

法来达到一次识别并剔除多个（最好是全部）异常数据的目的，是值得研究的问题。

对于异常数据的批量识别与剔除，采用如下方法：考虑在事先知道最多异常数据（测元）个数的

情况下，首先应用逐点剔除法寻找明显的异常数据；然后利用并行计算，基于残差平方和最小的原

则，采用全子集组合回归的方法寻找成片异常数据或异常测元，可以得到较好的效果。其具体实现见

参考文献［5 ］。并且，从文［5 ］算例可知，逐点剔除法只能寻找出其中一些明显的异常数据，应用

一定范围内的全子集回归方法能找出全部的异常数据，估计结果有明显的改善，采用并行计算的时间

较之串行计算的时间有很大程度的降低。

这个方法对于解决异常数据的批量识别的困难在于：

（1 ）全子集回归的计算量非常大，因此即使采用并行算法，它的计算量也是相当大的；

（2 ）采用基于残差平方和最小的原则，没有构造出一个异常数据批量识别的统计量。

!"# 非线性融合模型中测元遴选的问题

对于多个测元融合的问题，首先要进行异常测元的诊断和测元遴选的工作［6 ］。
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设有K 个测元，每个测元进行了M 次采样，N 为待估参数个数。假设用上全部测元，得到的非线

性模型为

Y = F（!）+ e ， e "（0 ，l ） （2 ）

而去掉一些测元后得到的模型为

YP = FP（!P ）+ e P ， e P "（0 ，l ） （3 ）

这里YP ，FP ，!P ，e P 分别表示由Y ，F ，!，e 的一部分分量构成的向量。

对于全模型（2 ）式，计算G =  Y - F（̂!） 2

KM - N
然后，重复对模型（2 ）式每次去掉一个不同的测元。

设共去掉了l 个测元，待估参数个数变为NP ，则得到相应的选模型（3 ）式，记GP =
 YP - FP（̂!P ） 2

M（K -l ）- NP
，

由文献［l ］可知，G 和GP 均应接近于l 。若去掉一个测元后，得到的GB 使GB = minGP ，且GB >0. 95G ，

那么应当使用全模型（2 ）式；否则使用选模型

YB = FB（!B ）+ e B ， e B "（0 ，I B ） （4 ）

把模型（4 ）式当成模型（2 ）式，l - l  l ，重复上述过程。

在测元遴选的过程中，同样存在上述的大计算量问题。

! 回归模型的自变量选择

在应用回归分析方法解决动态测量数据处理的实际问题时，对模型进行优选是必要的。应用X!
= I l!l + I 2!2 + ⋯+ I7!7 来近似f ，若I l!l 很接近于0 ，那么剔除Ii!i 无论对于估准f 还是估准回归

系数都是有益的［l ］。自变量选择就是找出并剔除一部分Ii!i ，使模型中待估参数的个数减少，从而提

高参数估计的精度。

!"# 线性模型的自变量选择

考虑含N 个自变量，M 个观测数据的线性回归模型

Y = X!+ e ， e "（0 ，#2I ） （5 ）

设全模型和最优选模型为

Y = X!+ e = XP!P + XR!R + e ， e "（0 ，#2I ）

Y = XP!P +  e ，  e "（XR!R ，#2I ）

N = P + R 为全模型待估参数个数。定义̂!=（X TX ）-lX TY ，̂#2 =  Y - X̂! 2

M - N
，̂!P =（X T

PXP ）-lX T
PY ，

CP =
 Y - XP̂!P  2

#̂2 + 2P - M，那么从全模型中确定最优选模型的自变量选择准则［l ］为：

CP <P + l
CP =
<
f

L min

!"! 线性模型自变量选择的并行算法

为了降低自变量选择的计算量，线性模型自变量选择一般分为三步进行［l ］：

（l ）剔除多余的自变量P 0 ；

（2 ）确定必选变量P l ；

（3 ）将去掉必剔和必选变量后的模型看成是全模型，此时全模型的自变量个数为N - P 0 - P l ，然

后对所有可能的子集回归。

因此，从全模型中选择最优选模型的问题等价于从全模型（5 ）中寻找XP 使

 ~X - XP（X T
PXP ）-lX T

P
~Y  2

#̂2 + 2P l + 2P 2 - M = min

这一问题在本质上归结为2 N-P 0-P l 个残差平方和的计算问题，这显然是一个计算量很大的工作。因此

对这一过程的实现采取了快速并行算法。
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快速算法：将求（X T
PXP ）~1 和   Y ~ XP（X T

PXP ）~1X T
P
 Y  2 用扫描运算代替，设计出节省计算量的

字典序程序，具体的实现参见文献［1 ］和［6 ］：

并行算法：在快速算法的基础上，将2 N~P 0~P 1 个子集回归的计算用并行算法实现，设计出分布式

并行算法，具体的实现参见文献［7 ］。

!"# 非线性模型自变量选择

在工程实践中，存在大量的非线性模型，它们也存在一个模型选择的问题。目前常用的方法是采

用叠代格式近似成线性模型，然后再进行自变量选择，这样处理的问题在于：

（1 ）线性模型的近似带来非线性模型选择的不准确；

（2 ）用线性模型的叠代近似非线性模型，会使计算量进一步增大。

因此，值得研究的问题是：（1 ）如何构造非线性模型自变量选择的统计量；（2 ）如何处理非线性

模型自变量选择的大计算量问题；（3 ）叠代初值的选取，叠代格式的收敛性、稳定性的判定准则。

# 待估函数的双正交基逼近问题

#"$ 频率的定义

为提高信噪分离的精度，文［8 ］运用按离散内积正交的样条定义一种贴近信号特征和先验信息

的频率，使得在此定义下信号和噪声的频率特征差别较大，且信号集中在低频，以便于区分高低频段

和实施计算。连续函数的频率定义方法如下。

定义1 设f（t ） CK~1［t 1 ，t m］，f（K）（t ）分段连续并在［t 1 ，t m］上平方可积，记分划T ：

［t 1 ，t m］=  
M

a =1
［Ta ，Ta +1 ］，t 1 = T1  T2  ⋯ TM+1 = t m

定义函数f（t ）的频率为

F（f ，T）=
 
M

a =1
 
Ta +1

Ta
f（K）（t ）~

［f（K~1 ）（Ta +1 ）~ f（K~1 ）（Ta ）］

Ta +1 ~ Ta

2

d 
 
 

 
 
 
t

 
t m

t 1
\ f（t ）\ 2dt

#"! 双正交基的构造

针对实际工程背景中航天测量信号的主趋势有三阶多项式特征及特征点，且拟合时有保精度要

求，故依此构造一组规范的双正交基，使得这些基的频率从小到大排列，而且信号由低频基的线性组

合可以高精度表示，噪声则分布到各高频段上，从而依据基的特点可分离信号和噪声。

以下说明规范正交基的构造。若在（t 1 ，t m）中有T 个特征点T  1 ，T  2 ，⋯，T  T ，即f（t ） C2［t 1 ，

t m］ C4｛［t 1 ，t m］ T  ｝。样 条 内 节 点 集 为｛ 5 ， 6 ，⋯， 7 ｝= ｛T  1 ，T  2 ，⋯，T  T ｝ ｛  1 ，  2 ，⋯，

  7 ~T ~4 ｝，｛T  1 ，T  2 ，⋯，T  T ｝ ｛  1 ，  2 ，⋯，  7 ~T ~4 ｝=  ，使得特征点都是样条节点，且使max｛max
5 i  7 ~1

\  i +1 ~  i \ ， 5 ~ t 1 ，t m ~  7 ｝ h 充分小。记

  1（t ）= 1 ，   2（t ）= t ，   3（t ）= t 2 ，   4（t ）= t 3 ，

   （t ）=（t ~   ）3+ ，  = 5 ，6 ，⋯，
 
 

 7

记   =（   （t 1 ），   （t 2 ），⋯，   （t m）），  7 =（  1 ，  2 ，⋯，  7 ），令 1 =
1
 m 

 
1 ，  ~1 =（ 1 ，

 2 ，⋯，  ~1 ），  2 。第 个规范正交基为  =
   ~   ~1 T

 ~1   
    ~   ~1 T

 ~1    
。可验证满足规范化要求。记

 ! （t i ）   
（3 ）
 （t i ）~ 1

Na +1 ~ Na  
Na +1

l = Na
  

（3 ）
 （t l［ ］），l  i  m， ! =（ ! （t i ）， ! （t 2 ），⋯， ! （t m））T，

 = 1 ，2 ，⋯，7 ， !7 =（ !1 ， !2 ，⋯， !7 ）， =  !T7  !7 ，由于 是对称半正定矩阵，于是存在正交矩阵

P =（P 1 ，P 2 ，⋯，P7 ）和对角矩阵 = diag（ 1 ， 2 ，⋯， 7 ），0   1   2  ⋯  7 ，使得 = P T P 。

定义2 记Oi =  mP =   7 L7Pi ，O !i =  !Pi ，i = 1 ，2 ，⋯，7 ，而 i 为Oi 由定义1 算得的对应
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频率。若O TiOj =
1，i -j
0，i S｛ j

，O !Ti O !j =
 i ，i = j
0，i S
<
(
L j

1 <i ，j <7 ，则称（O 1，O 2，⋯，O7 ）为双正交基。

由规范双正交基的构造，知Oi 中i 越小，则Oi 对应的频率越低。并且可以证明，低频双正交基的线性

组合仍为低频。规范双正交基的逼近性质可用G 的特征值递增速度来推断。

3.3 分片光滑函数的双正交基逼近

离散观测数据Y = f + e 可以表示为

 
7

i =1

（Y TOi ）Oi =  
7

i =1

（f TOi ）Oi +  
7

i =1

（e TOi ）Oi

的形式，Oi 为双正交基。记c i = f TOi ， i = e TOi ，假设h 充分小，样条内节点集满足条件，那么

F（f ，T）=  
7

i =1
 ic 2i ，  f -  

MZ

i =1
c iOi  2 =   

7

i = Ma +1
c iOi  2 =  

7

i = M0+1
c 2i

而若同时知道F（f ，T）< ，则

 
7

i =1
 ic 2i < = f -  

M0

i =1
c jO

      

j
2
=  

7

i = M0+1
c 2i <

1
 M0+1

（ - 
Ma

i =1
 ic 2j ）

3.4 双正交基构造中的计算问题

由于在实际测量数据处理问题中，采样节点密，数据量大，双正交基的构造过程中有一个计算量

很大的问题存在。希望找到一种方法能够快速计算出特定情况下的双正交基以便应用。

4 试验鉴定中的高维积分问题

4.1 小子样鉴定

由于战略武器试验的特殊性，考虑到经济和政治因素，因此只能采取小子样试验的方式。在试验

鉴定过程中，普遍采用的方法均以落点散布特性为检验依据，验前信息也仅局限于试验的落点信息；

而对试验过程中的全程弹道信息未予以考虑，在鉴定结论中未得到应有的体现。这种方法的局限主要

在于验前信息的确定受主观因素影响太大，先验分布的合理性一直是鉴定结果可信性的争议焦点。可

见，传统的鉴定方法有如下的弱点：（1）验前信息的确定受主观因素影响大；（2）先验分布的合理性

及其鉴定结果一直有争议；（3）全程试验的大量测量信息搁置未用，是一种很大的信息资源浪费。

总的看来，充分利用全程弹道试验数据资源进行靶场鉴定的关键技术和系统介绍仍然少见；针对

试验鉴定的实用且高精度的弹道误差模型及算法尚未建立，关于落点偏差的验前信息常有争议，难以

保证试验结论的高精度和高可靠性。实现小子样鉴定有以下一些有利条件：（1）阵地试验与测试信息

较多；（2）全弹道跟踪，有多套、多站的跟踪数据；（3）可以对试验测量数据进行建模；这是我们进

行小子样鉴定的基础。

4.2 基于全程试验信息的全程鉴定模型

弹道差的位置及速度参量用双正交基表示如下：

"a（I ）=  
N

j =1
b j j（I ）， "y（I ）=  

N

j =1
b j + N j（I ）， "z（I ）=  

N

j =1
b j +2N j（I ）

"'a（I ）=  
N

j =1
b j' j（I ）， "'y（I ）=  

N

j =1
b j + N' j（I ）， "'z（I ）=  

N

j =1
b j +2N' j（I

<
(

L ）

（6）

落点纵横向偏差（"L ，"H）可以表示为：

"L =  1 =
def Lb =  

3M

i =1
 Lib i ， "H =  2 =

def Hb =  
3M

i =1
 Hib i

其中（ 1， 2）的密度函数为Z（y 1，y 2）= R 3M-2
~h（y I a ）dy 3dy 4⋯dy 3M
 L1 H2 - L2 H1

。其期望值和方差分别为：

E［"L ］= 
+  

-  
+  

- 
y 1Z（y 1，y 2）dy 1dy 2，E［"H］= 

+  

-  
+  

- 
y 2Z（y 1，y 2）dy 1dy 2， （ ）
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Var（!L ）= 
+  

~   
+  

~  
（N 1 ~ E［!L ］）2f（N 1，N 2）dN 1dN 2，

Var（!H ）= 
+  

~   
+  

~  
（N 2 ~ E［!H ］）2f（N 1，N 2）dN 1dN

<

f

L 2

（8）

4. 3 高维积分的计算问题

在计算落点偏差的分布过程中，如在（7）"（8）式中，存在一个高维积分的计算问题。目前使

用的方法是Monte- Carlo 方法。具体实现方法如下：

考虑多元函数f（!）（! R7 ）的高维积分计算，积分区域为有界闭区域D ，则用下面的方法进行计

算：取一充分大的立方体［a ，b ］7 ，使得D C［a ，b ］7 ，但D Z［a + 10 ~5，b ~ 10 ~5］7 。定义f  （!）=
f（!），! D
0，! 

｛ D
，产生!

（i ）"U［a ，b ］7 ，于是 D
f（!）d!= ［a ，b ］7

f  （!）d!~
1
N

（b ~ a ）7Z
N

i =1
f  （!

（i ））。

仿真计算表明［9］：对于不同的7 ，收敛速度是不一样的，当7 较大（如7 >50）时，积分的计算比

较困难，需要研究更为科学的高维积分的快速和高精度计算方法。
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