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并联机构奇异点分析的新方法!
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摘 要：根据并联机构位形空间的特点，采用微分几何和微分拓扑的方法，提出了一种并联机构奇异点的

新的分类方法，即分为拓扑奇异点，参数化奇异点两种类型，并把它与现有的几种分类方法进行了比较。
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Abstract ：Based on the property of confi guration space of parallel manipulators and by usi ng diff erential geometry and topol-
ogy ，t his paper proposes a newapproach for t he classification of si ngularity of parallel manipulators，t wo types of si ngularity are
obtai ned ，i . e ，topology si ngularity and parameterization si ngularity. Also comparisons wit h existi ng classification methods are
made.
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奇异点是机构设计和控制中一个重要的问题，串联机构由于各关节的独立性，其奇异点比较简单，

而并联机构是由不独立的关节闭环而形成的，其奇异点要复杂得多。虽然对并联机构的奇异点目前已

有许多的文章进行了研究，但大都是针对特定机构的分析或算法的研究，而对奇异点本身的特征的研究

却并不多。奇异点本身的特征是指研究奇异点的分类及其各种类型的特点。对并联机构的奇异点，目

前有三种分类方法，即Gosseli n 和Angeles［1 ］的速度关系方法，Ma 和Angeles［2 ］的机构特征方法以及最

近的F. C park［3 ］的微分几何法，这三种方法各有特点，Gosseli n 和Angeles 的方法简洁明了，但是他没有

说明并联机构奇异点的实质问题，Ma 和Angeles 在Gosseli n 和Angeles 的基础上分析了并联机构位形

空间的特点，提出了一种结构奇异点，但他的分类方法也不全面。F. C park 根据并联机构位形空间本

身的特点，引入微分流形的概念来分析并联机构的奇异点，把它分为位形空间奇异点，驱动奇异点以及

末端执行器奇异点，这种分类方法较好地描述了并联机构奇异点的特点，但其对并联机构位形空间奇异

点的特点没有进行深入分析。本文将在上述三种分类方法的基础上，根据并联机构位形空间拓扑结构

的特点，采用微分拓扑和微分几何为数学工具，提出了一种新的分类方法，即把它分为，拓扑结构奇异点

和参数化奇异点，这种方法具有明确的物理和数学意义，较好地体现了并联机构的特点，并且可以包容

上述三种方法。

1 基本概念

一般的几何和代数的方法可以解决机构分析中的许多计算问题，如正解，反解，工作空间等，但是对

于多自由度机构进行理论分析和符号运算时却显得力不从心，从得出的十分复杂的方程中很难看出机

构的特点。而并联机构由于各关节的不独立，其位形空间是十分复杂的多维非欧空间，而微分几何，微

分流形，微分拓扑等现代数学就是以研究高维非欧空间著称的专门数学，因此在并联机构的研究中引入

这些数学工具是自然和合适的选择，可以从理论上对并联机构进行深入的分析。以下给出一些基本概
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念的简单介绍，详细内容可参阅文献［4 ］。

（l ）同胚（微分同胚）：连续的一一映射，如果逆映射也连续则称为同胚映射。如果同胚的正逆映射

都是可微的，则称为微分同胚。

（2 ）拓扑空间：在一个集合中，定义满足一定关系的开集族就构成一个拓扑空间。

（3 ）流形（微分流形）：局部同胚于n 维欧氏空间的~ausdorff 拓扑空间称为n 维流形，如果是微分

同胚则称为微分流形。

对于串联机构，由于各关节的独立性，由其关节构成的位形空间是一个比较简单的欧氏空间。而并

联机构各关节不是独立的，设其自由度为n ，则其位形空间不能由任意n 个关节来表示，但是在局部位

形空间中可以由某n 个关节来表示，由于并联机构位形空间坐标的局部性及可微性，我们可以引入微

分流形的概念。

! 并联机构的位形空间

通常并联机构由一个或几个串联分支组成，串联分支一端固定，另一端也固定或共同连接在一个可

以活动的平台上。为了研究方便，我们把并联机构每一分支的另一端的关节拆开，使其成为一组可以自

由活动的串联机构。如图l 的5 杆机构，可以把它拆成一个4 自由度4R 类型的串联机构。

图l 5 杆机构及其拆分

Fig. l Five- bar mechanismand its cutti ng

设拆开后的串联机构共有n 个关节，其关节空间为N ，它是一个n 维的欧氏空间，也是一个n 维

的流形，坐标表示为!（!l ，⋯，!n ）；串联机构末端所在的包含空间为 M，其维数为m ，它也是一个m 维

的欧氏空间及流形，坐标表示为O（O l ，⋯，O m ），则整个机构定义了一个流形之间的光滑映射，f ：Rn  

Rm 。即：

O l = f l（!l ，⋯，!n ）

 
O m = f m（!l ，⋯，!n
<
(

L ）

（l ）

对于无约束的串联机构，其关节!（!l ，⋯，!n ）可以任意取值。而末端空间f（!）是其包含空间 M
的一个子空间，其上每一个点对应一个并联机构。

设任意O  f（!）CM，则定义O 所对应的并联机构的位形空间为：

@ = f -l（O ） （2 ）

位形空间@ 是关节空间N 的子空间，维数是n - m 。由于奇异点的存在，严格地说，它一般不是一

个空间N 的子流形。

" 并联机构的奇异点

并联机构的奇异点可以定义为机构位形空间中无法运动或控制的点。位形空间@ 的拓扑结构十

分复杂，并且与映射f 的临界点有着密切的关系，根据f 与位形空间拓扑结构的关系，我们把并联机构

的奇异点分为拓扑奇异点和参数化奇异点。拓扑奇异点是指在映射f 下并联机构拓扑结构发生改变

的点，参数化奇异点是指在一个流形（位形空间）中由于局部坐标的选取而引入的奇异点。

"#$ 拓扑奇异点

设映射f 的切映射为df ，它把关节空间N 的切向量映射到末端空间的切向量，也就是把关节空间
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的速度映射到末端空间中的速度。根据微分拓扑理论，如果一点!（!1，⋯，!7 ）使df 为满映射，则该点

称为正则点，否则称为临界点，对末端空间中的一点O ，如果f -1（O ）包含任何的临界点，则称为临界值，

否则称为正则值。任何正则值的原像f -1（O ）都是一个原空间M 的子流形。我们把N 中临界点的集

合定义为D，它也是N 的子空间。映射f 把D 映射到f（D），f（D）是临界值的集合，它是末端空间的子

空间，我们把这种由临界值构成的集合称为临界面。根据Sard 定理［5］，光滑映射临界值的集合的测度

为零，因此可以推断，f（D）的维数必然小于末端空间的维数m。临界面把末端空间f（N ）分为几个不

相通的部分，在每部分的内部，是映射f 的正则值，每个正则值对应的子流形f -1（O ）是同胚的，但不同

部分的正则值对应的子流形f -1（O ）则不一定同胚，经过临界面f -1（O ）会改变拓扑结构，它所对应的

并联机构的位形空间的拓扑结构也会改变，因此把临界面上的点所对应的临界点称为并联机构的位形

空间的拓扑奇异点。

以图1 所示的5 杆机构为例，它对应的映射为：

O = L 1cos（!1）+ L 2cos（!2）- L 3cos（!3）- L 4cos（!4）

y = L 1si n（!1）+ L 2si n（!2）- L 3si n（!3）- L 4si n（!4
!
"

# ）
（3）

其Jacobi 矩阵为：

- L 1si n（!1） - L 2si n（!2） L 3si n（!3） L 4si n（!4）

L 1cos（!1） L 2cos（!2） - L 3cos（!3） - L 4cos（!4
［ ］）

（4）

其不满秩的条件为：

si n（!1 -!2）= 0，si n（!1 -!3）= 0，si n（!1 -!4）= 0
si n（!2 -!3）= 0，si n（!2 -!4）= 0，si n（!3 -!4）=
!
"

# 0
（5）

以上条件等价于4 个活动杆处于同一直线上。由于4 杆在同一直线，因此临界面是一个圆。（5）式

一共有8 组解，对应的8 个临界圆其半径为： = L 1  L 2  L 3  L 4，如图2 所示. 在两个临界圆之间的

点都是正则点，其对应的并联机构的位形空间是同胚的，临界圆上的点就是对应并联机构的拓扑奇异

点，经过临界圆，位形空间的拓扑结构会发生改变。本文的拓扑奇异点与Park 提到的位形空间奇异点

是一致的，但是他没有阐明这种奇异点的拓扑意义。

图2 5 杆机构临界面分布图

Fig. 2 Critical surf aces of fi ve- bar mechanism

!"# 参数化奇异点

参数化奇异点是由并联机构位形空间本身的特点决定的。在两个临界面内的点对应的并联机构的

位形空间是关节空间!（!1，⋯，!7 ）中的一个子流形，而临界面上的点对应的并联机构的位形空间，如果

去掉拓扑奇异点，它也是一个不连通的子流形，因此可以把并联机构的位形空间看成一个流形。由于流

形是局部同胚于欧氏空间的，一般不存在全局坐标，但局部可以用某一坐标表示，而那些局部坐标不能

表示的点，就是它的参数化奇异点。

如对于映射（1），在末端空间任取一点O ，则构成的并联机构的约束方程为：f（!）= O ，选取任意7
个关节作为局部坐标（驱动关节或末端执行器坐标），则其Jacobi 矩阵可以写为：

J = $f
$!a

$f
$!［ ］
b
= J a J［ ］b （6）
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!"表示局部坐标对应的部分，!#表示其他关节对应的部分，当det（!#）= ，对应的点就是局部坐标不能

表示的点，即机构的参数化奇异点。如果使det（!#）= 的点不是孤立的点而是一个区域或整个位形空

间，则称为退化的参数奇异点。

以5 杆机构为例，选取!1，!4 为局部坐标（驱动关节），则参数化奇异点满足条件$2$3si n（!2 -!3 ）

= ，即!2 =!3，或!2 ="+!3，当$2 =$3 时有退化的参数化奇异点。三种奇异点如图3 所示。

图3 5 杆机构的参数化奇异点

Fig. 3 Parameterization si ngularity of fi ve- bar mechanism

应该指出，如果某一点不能被所有的关节局部坐标表示，那么这一点就成为一个拓扑奇异点，这是

由矩阵知识很容易得出的结论。本文定义的参数奇异点包括Gosseli n 和Angeles 定义的第一种和第二

种奇异点，他们定义的第三种奇异点只不过是2 个参数奇异点的组合。F. C Park 定义的驱动奇异点和

末端执行器奇异点也属于参数奇异点，他定义的退化的驱动奇异点是一种退化的参数奇异点。Ma 和

Angeles 定义的所谓结构奇异点其实是一种退化的驱动奇异点。

从以上的分析可以看出，本文定义的这两种奇异点能较好地体现并联机构位形空间本身的特点，并

包含了以前的各种定义方法。由于本文着重于并联机构奇异点分类研究，对于奇异点的具体算法未加

分析，具体可参考黄真［6］，赵新华［7］，J. Merlet［8］，Colli ns［9］等人的文章。

! 结论

采用微分拓扑和微分流形的方法定义了两种类型的奇异点，并以5 杆机构为例进行了说明，采用这

种定义方法，便于采用现代数学工具对并联机构的奇异点进行深入的分析，这对并联机构的优化设计和

控制是有帮助的。
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