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灰色可靠性设计模型及其在机械工程应用
X
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摘要: 将灰色系统推广到概率统计理论, 阐述了灰色概率公理化体系, 研究了灰色概率密度函数与灰色

可靠度计算方法, 建立了应力 ) 强度干涉灰色可靠度计算模型及其白化求解方法, 编制了 matlab513 语言程

序。给出了工程应用实例, 并对结果与常规可靠性设计进行了对比分析, 显示了本模型的正确性与可行性。

它可用于设计参数变动对可靠度的灵敏度分析及其稳健性可靠性设计, 有效地控制设计参数。
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Grey Reliability Design Model and its Application to

Mechanical Engineering
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( Department of Mechanical Engineering, Changde teachers University, Changde 415003, China)

Abstract: Grey system is extended to probability stat1 theory. Grey probability axiom system is expounded1 grey probability density

function and Grey reliability calculating method are studied1 Then, stress- strength interference grey reliability calculating model and its

whitening solution method are established1 The program is worked out with Matlab51311 language1 Some examples are given, balance

analysis is made for the general reliability design method and it displays that this model is accurate & feasible , and can be used to im-

plement sensitive analysis and robust reliability design when their parameters are changed to effectively control design parameters1
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概率理论是一种应用统计手段研究系统发展规律的理论, 从某种意义上讲是一种应用已有部分白

色信息的统计规律推知灰色系统未来发展的理论, 它要求随机样本为全白的信息。但在现实情况下随

机样本不全为白或不全白的事例并不少见。由于观察、量测、计算及其它影响因素的作用, 我们得到

的随机样本不能表示为白数, 而是以具有上、下确界的灰数表示更符合实际。当随机样本为灰时, 应

用灰色随机样本研究系统的统计规律, 涉及到 /灰色概率0 和 /灰色数理统计0 问题。本文在文献

[ 1]的基础上, 研究了灰色概率密度函数与灰色可靠性模型, 建立了应力 ) 强度干涉灰色可靠度计算

模型及其白化求解方法, 给出了工程应用实例。

1  灰色概率[ 1]

111  基本概念

定义 1  设论域 8 是一个基本空间, 称 D ( ª ) 为该论域中的一个灰色子集, A ( ª ) 为一灰事

件, 并且将必然事件记为 U, 不可能事件记为 V。

定义 2  如果 A ( ª ) 与 B ( ª ) 为论域中的两个灰事件, 则 A ( ª ) G B ( ª ) , A ( ª ) H
B ( ª )分别表示灰事件 A ( ª ) 与 B ( ª ) 的和事件与积事件, A ( ª ) - B ( ª ) 为差事件, 而

A ( ª )为灰事件 A ( ª ) 的逆事件。
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定义 3  如果有 A ( ª ) A B ( ª ) , 则称 A ( ª ) 为 B ( ª ) 的事件。

定义4  如果 A ( ª ) H B ( ª ) = V , 则称A ( ª ) 与 B ( ª ) 互斥; 如果一组事件A 1 ( ª )、

A 2 ( ª )、,、A n ( ª ) 中任意两个事件互斥, 则称这组灰色事件两两互斥。

定义 5  如果两个灰事件 A ( ª ) , B ( ª ) 满足: A ( ª ) G B ( ª ) = U, A ( ª ) HB ( ª )

= V, 则称灰事件 A ( ª ) 与灰事件 B ( ª ) 互逆, 其中一个灰事件为另一个灰事件的逆事件。

由于灰数本身无法作一般概率统计意义下的处理, 因此, 概率空间的一些公理有不满足的可能,

另外这样得出的概率也为灰数, 不利于信息的利用, 为了不失一般性, 且又能满足概率空间的公理,

本文作以下灰色概率的定义。

定义 6  设有一组灰数随机样本ª i I [ Ai , Ai ] ( i = 1 , 2 , ,, n ) , 将[ A* , A* ]组成的区间

平均分成 m 个子区间 $ª j ( j = 1 , 2 , ,, m ) , 其中: A* = minAi , a
* = max Ai ( i = 1 , 2 ,

,, n )。由于灰数实质上是一确定值的可能取值范围, 即某一确定值 a 将在区间[ A , A]中出现, 但

是由于某种原因, 我们不知道该值在哪一点出现。对于某一随机样本 ª i [ ai , ai ] , 确定值 ai 将落在

灰子区间 $ ª j 的概率 (或可能性) 可记为:

K i ( $ª j ) =
$ª
Ai- Ai

  \  ($ª [ $ª j , $ª为一区间灰数)

其中: Ai= sup ª i , Ai= inf ª i。

这就是说在某一随机样本中, 某确定值出现在灰区间内任一点的可能性是相等的。确定值 a 落

在灰色子区间的 $ª j 的可能性可用 $ª j 与样本的灰区间长度之比来表示。可见对于某一灰样本,确

定值 ai 将落在 ª i [ Ai , Ai , ]的可能性为 1,在 n 个灰色随机样本中, $ ª j 出现的频率可记为:

f ($ ª j )=
1
n

E
n

i= 1
K i ($ ª j )   ( i = 1 , 2 , ,, n , j = 1 , 2 , ,, m)

其中:

K i ($ ª j ) =

$ª
Ai - Ai

    ( $ª [ $ª j , $ª j < ª i I [ Ai , Ai ] )

0       ( $ª j </ ª i I [ Ai , Ai ] )

如果将所拥有的灰色随机序列看作灰色随机过程的简单随机子样,样本数又足够多,那么灰色子区

间 $ª j 越小(即 m、n 足够大) , 灰色子集 $ª j 出现的频率就越接近其出现的概率P ( $ª j ) :

P ($ ª j )=
1
n

E
n

i= 1
K i ($ ª j )

由以上分析可知,虽然灰色概率是以白数的形式出现的,但它是灰色随机子样统计的结果,即以/灰

色子区间0 $ª代表古典概率计算中/点0的统计结果。这种灰色概率是对灰色随机系统运动规律的一
种白化或估计。

当随机样本为白数时,有:

K i ( $ª j )=
$ª
Ai- Ai

= 1  ($ª y0, Ai y Ai , $ ª [ $ª j )

从而灰色概率计算式变为一般概率计算式。

以上所定义的灰色概率, 满足以下公理:

设 A( ª )为灰色随机事件, 有:

A ( ª )= G
k

j = 1
$ª j ,  P [ A( ª ) ] = E

k

j= 1
P ( $ª j )

则 P [ A( ª ) ]为一实数,且具有以下性质:

(1) 0 [ P [ A( ª ) ] [ 1;

(2) 如果记 8 为灰色样本构成的基本空间,则 P ( 8 )= 1  ( P$ª I 8) ;
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(3) 对于不相容事件 A 1( ª ) , A 2( ª ) , ,,如果有:

A 1( ª )= G
k
1

l= 1
$ª l , A 2( ª )= G

k
2

l = 1
$ª l , ,,

则有: P[ E
]

i= 1
Ai ( ª ) ] = P ( G

]

j= 1
$ª j )= E

k
1

l= 1
P ($ª l ) + E

k
2

l= 1
P( $ª l )+ ,

= P [ A 1( ª ) ] + P [ A 2( ª ) ] + ,= E
]

i= 1
P [ A i ( ª ) ]

112  灰色概率的性质与灰色统计量的定义

灰色概率具有以下运算性质:

(1) 对于任何灰事件 A ( ª ) , A ( ª )= G
k

j = 1
$ª j ,有 P [ A( ª ) ] = 1- P [ A( ª ) ] ;

(2) 不可能事件的概率为 0,即 P ( V) = 0;

(3) 对于 A( ª ) , B( ª )两事件: A ( ª )= G
k
1

j= 1
$ ª j , B ( ª ) = G

k
2

j= 1
$ª j , 如果有 A ( ª ) = B ( ª ) , 则

P [ A( ª )- B ( ª ) ] = P [ A( ª ) ] - P [ B ( ª ) ] \ 0 ;

(4) 对于任意两事件 A ( ª ) , B( ª ) ,有:

P [ A ( ª )+ B ( ª ) ] = P [ A( ª ) ] + P [ B ( ª ) ] - P [ A ( ª ) B ( ª ) ]。

需要说明的是灰色概率统计的计算将涉及到灰数的一些运算法则。

如果 ª i I [ Ai , Ai ] ( i = 1 , 2 , ,, n) 是一个简单随机子样, 则称统计量

ª =
1
n

E
n

i= 1
ª i =

1
n

E
n

i= 1
[ Ai , Ai ] = [

1
n

E
n

i= 1
Ai ,

1
n

E
n

i= 1
Ai ]

为灰随机子样均值, 它仍然是灰数, 当Ai= Ai 时, 子样的均值变为: A=
1
n

E
n

i= 1
ai。

定义统计量

R
2
( ª ) =

1
n

E
n

i= 1
[ ª i- ª i ]

2
=

1
n

E
n

i= 1
[ ( Ai , Ai ) - (

1
n

E
n

i= 1
Ai ,

1
n

E
n

i = 1
Ai ) ]

2

=
1
n

E
n

i = 1
[ ( Ai-

1
n

E
n

i= 1
Ai ) , ( Ai ,

1
n

E
n

i= 1
Ai ) ]

2

为灰色随机子样的方差。当ª i 为白化数 Ai 时, 上式变为: R
2
( Ai ) =

1
n

E
n

i = 1
( Ai- A)

2
。

定义统计量

BV ( ª ) =
1
n

E
n

i= 1
[ ª i- ª i ]

v
=

1
n

E
n

i= 1
[ ( Ai , Ai ) - (

1
n

E
n

i= 1
Ai ,

1
n

E
n

i= 1
Ai ) ]

V

=
1
n

E
n

i= 1
[ Ai-

1
n

E
n

i= 1
Ai ) , ( Ai ,

1
n

E
n

i = 1
Ai ) ]

V

为随机子样的 V 阶中心矩, 当ª i 为白化数 Ai 时, 上式变为: BV ( Ai ) =
1
n

E
n

i= 1
( Ai - A)

V
。

以上统计量是灰色随机子样的统计量, 这些灰色统计量反映了灰色随机子样的离散程度和统计特

性。但是从灰色信息利用的角度来考虑, 这部分统计量灰色信息在实际问题中是难以利用的。因此,

在实际计算时需要对这些信息进行白化处理。

2  灰色概率密度与可靠度模型

由于正态分布是应用最为广泛的随机分布, 因此以灰色正态分布为例说明灰色概率密度与分布函
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数的特点。

如果随机子样服从正态分布, 则灰色正态分布具有概率密度函数

P [ A ( ª ) ] =
2

2PR ( ª )
exp -

1
2

A ( ª ) - ª
R ( ª )

2

  (- ] < A ( ª ) < ] ) (1)

式中, A ( ª ) = G
k

l= 1
$ ª l , P [ A ( ª ) ] 表示灰色随机事件 A ( ª ) 的概率, ª , R2 ( ª ) 分

别表示灰色随机过程的均值和方差。由于均值和方差都为灰数, 因此 ( 1) 式计算的灰色概率分布是

一组曲线族。这种结果不仅是计算量增大, 而且更为重要的是难以为实际应用提供较为准确的信息,

因此需要对灰参数 ª , R2 ( ª ) 进行白化处理, 白化处理的方法如下[ 4]
:

ª =
1
n

E
n

i= 1

Ai+ 4mi+ Ai
6 , R

2
( ª ) =

1
n

E
n

i= 1

Ai- Ai
6

2

(2)

式中, Ai= inf ª i , Ai= sup ª i ; mi 为 ª i 最可能出现的值 ( i = 1 , 2 , ,, n) , 实践证明, 这样的

白化处理在工程中可获得可信的使用结果。当灰数样本构成一灰区间时, 可作以下近似:

ª =
A* + 4m* + A*

6
,  R2 ( ª ) =

A* - A*

6

2

(3)

式中, A* = inf ª i , A* = sup ª i ; m
* 为ª i 最可能出现的值 ( i = 1 , 2 , ,, n )。

根据概率密度分布函数的计算式, 可得灰色可靠度的计算式为:

R [ A ( ª ) ] = Q
]

A
S
P [ A ( ª ) ] d ª = Q

]

A
S

1

2PR ( ª )
exp -

1
2

As- ª
R ( ª )

2

d ª  ( A ( ª ) \AS )

(4)

灰色失效率为: F [ A ( ª ) ] = 1- R [ A ª ) ] (5)

3  应力 ) 强度干涉模型与灰色可靠度计算公式

从应力和强度分布的干涉理论出发, 按照经典可靠度设计理论, 用 r 表示广义强度, s 表示广义

应力 , 设应力和强度都是相互独立的随机变量, 且它们的概率密度函数分别用 f ( r ) 、f ( s ) 表

示, 则可靠度为:

R= P ( r> s ) = Q
]

- ] f ( r ) [ Q
r

- ] f ( s ) ds ] dr (6)

这是按变量为白数的情况考虑的, 当变量为灰数时, 式 (6) 变为:

R ( ª ) = P ( r ( ª ) )> s ( ª ) = Q
]

- ] f [ r ( ª ) ] { Q
r

- ] [ f ( s( ª ) ] ds( ª ) }dr ( ª ) (7)

然而在确定强度的分布时有许多方法, 常用正态分布函数, 当用其分布函数时, 采用模拟的方法

或等效正态化方法计算可靠度。因此以灰色正态分布为例说明灰色可靠度计算。

对于正态分布, 设强度与应力的均值和标准差分别为: ª r, R
2
r ( ª )、 ª s, R

2
s ( ª )。由于区间

灰数的运算不满足扩展性, 为此采用模拟方法进行计算、进行白化处理, 对于 ª I [ A, A] , 设 ª服
从[ A, A]上的均匀随机分布, 则matlab513语言编程产生随机数的方法如下:

u = rand ( 1) ; a = A+ (A- A )
*
u ;% rand (1) 产生[ 0, 1]的均匀区间分布。

对于均值和方差都随机模拟后则将式 ( 7) 白化, 进而求得可靠度的最大值和最小值, 即灰色可

靠度。

对于分布函数为其它分布时, 也可用同样的方法模拟, 再代入相应的灰色概率密度函数由式 (7)

求出灰色可靠度。

4  应用实例

例1  有 1000个零件, 假设其失效时间分布为灰色正态分布, 参数分布范围为[ 380, 620]小时,
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即A* = inf ª i= 380, A* = sup ª i= 620, 求 t= 400小时的灰色可靠度和灰色失效概率?

解  (1) 如果最可能出现的值 m
* = 500, 按式 (3) 计算方差 R2 ( ª ) =

A* - A*

6

2

= ( 40) 2,

ª =
A* + 4m* + A*

6
= 500, 按式 (4) 计算得灰色可靠度为: R ( A ( ª ) ) = 0199379, 按式 (5) 得

其灰色失效率为: F ( A ( ª ) ) = 0100621。

(2) 如果最可能出现的值 m
* = 480, 按式 (3) 计算方差 R2 ( ª ) =

A* - A*

6

2

= (40)2, ª =

A
*
+ 4m

*
+ A

*

6
= 486167, 按式 (4) 计算得灰色可靠度为: R ( A ( ª ) ) = 0198487, 按式 ( 5) 得其

灰色失效率为: F ( A ( ª ) ) = 0101513。

(3) 如果最可能出现的值 m
* = 450, 按式 (3) 计算方差 R2 ( ª ) =

A* - A*

6

2

= (40)2, ª =

A
*
+ 4m

*
+ A

*

6
= 466167, 按式 (4) 计算得灰色可靠度为: R ( A ( ª ) ) = 019521, 按式 (5) 得其

灰色失效率为: F ( A ( ª ) ) = 0104873。
上例表明当最可能出现的值发生变化时, 其灰色可靠度也随机变化, 利用这种变化可以研究可靠

性的稳健性, 有效地控制工程参数。在许多工程中, 实验结果的均值和方差是在一定范围内变化的,

这时不同的参数变化对其灰色可靠度的影响是不同的, 研究各参数变化对可靠度的影响, 使可靠性设

计达到稳健可靠。

例2  已知某零件的应力和强度都服从正态分布, 其分布函数为 s= 379MPa, Rs= 4114MPa, r=

[ 500, 534]MPa, 试求其可靠度。

解  因对于强度的标准差常常缺乏数据和经验, 国外通常取 Rr= ( 0104~ 0108) r 甚至更高, 考

虑目前我国的材质情况建议取得高一些。至于应力分布的均值和方差, 则由于环境和条件的差异, 出

入较大, 应当以经验加以确定。

(1) 根据经验和假设, 按常规可靠度计算[ 2]
, 取 Rr= 2411MPa, r= 517MPa, 得 R= 0199802;

(2) 现在取 r= 517MPa, 取 Rr= ( 0104~ 0108) r , Rr= [ 20168, 41136] , 按灰色应力 ) 强度干涉

模型, 模拟1000次得 R ( ª ) = [ 0199082, 0199857] ;

(3) 现在取 r= [ 500, 534]MPa, 取 Rr = (0104~ 0108) r , 按灰色应力 ) 强度干涉模型, 模拟

1000次得 R ( ª ) = [ 0198067, 01999547] 。
例3  已知某零件的应力和强度都服从正态分布, 其分布函数为 s= 420MPa, Rs= 4114MPa, r=

[ 500, 534] MPa, 试求其可靠度。

解  (1) 按常规可靠度计算
[ 2]
, 取 Rr= 31MPa, r= 517 MPa, R= 01969607;

(2) 现在取 r = [ 500, 534] MPa, 取Rr = (0104~ 0108) r , 按灰色应力 ) 强度干涉模型, 模拟

1000次得 R ( ª ) = [ 01925086, 01992510] 。如果取 Rr= (0104~ 0112) r , 模拟 1000次得 R ( ª )

= [ 01866744, 01992333] 。

5  结  论

基于概率理论的可靠性设计是一种应用统计手段研究系统发展规律的理论, 从某种意义上讲是一

种应用已有部分白色信息的统计规律推知灰色系统未来发展的理论, 它要求随机样本为全白的信息。

但在现实情况下随机样本不全为白或不全白的事例并不少见。由于观察、量测、计算及其它影响因素
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的作用, 我们得到的随机样本不能表示为白数, 而是以具有上、下确界的灰数表示更符合实际。本文

研究了灰色概率密度函数与灰色可靠性模型, 建立了应力 ) 强度干涉灰色可靠度计算模型, 是基于概

率理论的可靠性设计的进一步的推广, 但其计算量大而研究其白化求解方法, 给出了工程应用实例,

研究了相应的 matlab513程序。灰色可靠性设计包括传统的可靠性, 应用所建立的模型不仅可用于设

计参数变动对可靠度的灵敏度分析, 而且可以运用该模型进行稳健性可靠性设计, 有效地控制设计

参数。
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3  结  论

在采用 QFT 控制系统的设计方法设计的控制器的基础上, 引入了速度前馈和积分环节, 使控制

系统在被控对象存在较大的变化时达到了数十纳米的跟踪精度, 达到了超精密加工的要求。之所以在

引入速度前馈和积分环节之后能够达到如此高的控制精度, 在于QFT 方法提供了良好的鲁棒性能。
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