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固体推进剂药柱结构分析的非概率凸集合理论模型!
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（国防科技大学航天与材料工程学院，湖南 长沙 410073）

摘 要：为了研究不确定性能参数对固体推进剂药柱结构分析的影响，将非概率凸集合理论模型和粘弹

性有限元相结合，以增量法处理遗传积分，利用摄动法预测其响应量区间，发展了一种适合药柱特点的不确

定性方法。将其和随机结构分析进行对比，表明两种方法之间有一定的联系。
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Abstract：The uncertainty of parameters may greatiy affect structurai anaiysis of soiid propeiiant grain. Nonpropabiiistic convex set
theoretic modeis，combining viscoeiastic finite eiement method，are deveioped to study the uncertainty of structures. Incrementai method
is appiied to soiving the hereditary integrais. Perturbation method is used to predict the variabiiity of structurai response. The deveioped
method is suitabie for uncertain structurai anaiysis of soiid propeiiant grain. By comparing with stochastic structurai anaiysis，reiations
between the two methods have been found.
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现代复合固体推进剂是一种具有粘弹性、近似不可压缩的高填充比颗粒复合材料，其材料参数具

有不确定性。随机结构分析方法能够考虑参数的不确定性，得到响应量的数字特征，进一步可以确定

可靠度［1，2］。但是，随机方法对参数的信息要求比较高，如需要知道参数的分布密度、相关结构等数

据，否则得到的结果可信度较低。比较而言，非概率凸集合理论可以利用有限的信息，得到响应量的

区间，弥补了随机结构分析的不足。Eiishakoff 等将凸集合理论应用到结构分析上，作出了重要的贡

献［3］，邱志平等提出了求解弹性结构静力位移区间的摄动数值方法［4］。由于推进剂材料复杂的粘弹性

性质，还没有见到用集合理论考虑其参数不确定性的报道。通常仅仅知道结构参数的分布范围，这时

可以用非概率的方法进行求解。

1 固体推进剂药柱的凸集合理论模型定义

固体推进剂药柱的结构参数，如泊松比、松弛模量等具有分散性。XL
j 和 XUj 分别为不确定参数

Xj（ j = 1，2，⋯，M）所能允许的最小值和最大值。设

X0
j =

1
2（XL

j + XUj ），!j =
1
2（XUj - XL

j ） （1）

从而有

Xj = X0
j +"j，I"j I"!j （2）

Xj 相当于在一个多维空间中的超立方体 RX 内变化。Ben-Haim 和 Eiishakoff 的凸模型理论［3］假设参数空
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间中不确定参数的变化范围可以用椭球 ch（ S）表示，即

ch（ S）= !I!TW!S{ }1 （3）

其中!=（!1，!2，⋯，!M ）。椭球面 S = !I!TW!{ }= 1 包含超立方体的顶点， ch（ S）是 S 的凸包，利

用 Lagrange 方法可以得到

W = diag（ 1
h2
1
，

1
h2
2
，⋯，

1
h2

M
），h =\M" （4）

由于试验通常只能测得" 的大小，该模型的好坏取决于椭球和超立方体的近似程度。推进剂近

似不可压，泊松比的微小变化都会对结构分析有较大的影响，其范围在很大程度上决定了响应量的变

化区间。椭球对于超立方体的近似，相当于扩大了参数的变化范围，泊松比也由原来的范围"变化

成了\M"。若 M 较大，必然会引起响应区间的改变，造成和实际情况的较大差别。泊松比范围的扩

大还有可能使得 10 +\M"超出了 0.5 的限制，增加了问题的复杂程度。

超立方体 RX = ｛!： I!1 IS" ｝是 M 维空间中的凸集，并且是紧集 S1
X =U

M

 = 1
S1  

X 的凸包，也是紧

集 S2
X = ｛!： I!1 I =" ｝的凸包。 S1

X 是 RX 的外表面， S2
X 是其顶点，其中 S1  

X = ｛!： I!1 I =" ， I!1

IS" ， i = 1，⋯， M， i#  ｝。RX 和 S1
X 构成一个凸集合模型，也和 S2

X 构成凸集合模型。

经典凸分析表明：如果 f 是一个仿射函数， S 是一个紧集，那么 f 在 S 上和在 S 的闭包 ch（ S）上

取得相同的最小值和最大值。在药柱结构分析中， f 是 M 维参数空间上的非线性函数，不能直接利用

定理进行分析。由于不确定参数的变化范围一般较小，可以在 X0
 处进行一阶摄动展开

Y = f（X）= f（X0）+#
M

 = 1
f1 j!j = f（X0）+!TV f（X0） （5）

其中V f（X0）为 f 在

X0 点的梯度。

此时 f（X）为仿射函数，在 RX、 S1
X 以及 S2

X 上取得相同的极值。通过 f 在 X0 点的梯度可以直接

决定 S2
X 上极值点的位置以及极值大小，从而得到超立方体 RX 上响应量的可能变化范围。由于 S2

X 是

有限集，通过枚举也可以找到 f 的极值，但是其计算量比较大。假设不确定参数包括泊松比、松弛模

量、热膨胀系数等对药柱结构分析有重要影响的参数，Prony 级数取 3 项，此时， M = 7，枚举分析需

要的计算量为确定性计算的 128 倍，但是由摄动分析计算极值，仅需 8 倍的计算量。枚举分析的计算

量对 M 呈指数增长，摄动分析基本上是 M + 1 倍的计算量， M 越大，差别越大。

! 摄动分析

采用适于近似不可压缩材料的粘弹性增量有限元方法作为摄动分析的基础［5］。将整体总刚度矩阵

K 关于! 作摄动展开

K = K0 +E
M

 = 1
K 

1! （6）

和粘弹性随机有限元的随机场理论不同，本文的不确定参数是凸集合内的元素。第 K + 1 时刻的位移

列阵"U 的摄动展开

"U（ K + 1）="U（ K + 1）
0 +E

M

 = 1
"U （ K + 1）

1 ! （7）

松弛应力增量为

""（ K + 1）
r =""（ K + 1）

r0 +E
M

 = 1
"" （ K + 1）

r1 ! （8）

代入平衡方程，整理得到递推方程

K0·"U（ K + 1）
0 ="F（ K + 1）- 

V
BT·""（ K + 1）

r0 dV （9）
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K0·!Uj（K + 1）
1 = - Kj

1·!U（K + 1）
0 -!

V
BT·!!j（K + 1）

r1 dV （ j = 1，2，⋯，M） （10）

下面给出第 K 时刻到第 K + 1 时刻变量的递推关系。设第 K 时刻应变为

!"（K）=!"（K）
0 +"

M

j = 1
!"j（K）

1  j （11）

其中

!"j（K）
1 = B!Uj（K）

1 ，（ j = 1，2，⋯，M） （12）

第 K + 1 时刻变量 Sl（K + 1）（ l = 1，2，⋯，N）的摄动展开为

（Sl）（K + 1）=（Sl）（K + 1）
0 +"

M

j = 1

（Sl）j（K + 1）
l  j （13）

其中

（Sl）（K + 1）
0 =（Al）（K）

0 （Sl）（K）
0 +!"（K）

0 （14）

（Sl）j（K + 1）
1 =（Al）（K）

0 （Sl）j（K）
1 +（Al）j（K）

1 （Sl）（K）
0 +!"j（K）

1 ，（ j = 1，2，⋯，M） （15）

从而可以得到松弛应力增量的摄动量为

!!（K + 1）
r0 = D0"

N

l = 1

（C1）
（K + 1）
0 （Sl）（K + 1）

0 （16）

!!j（K + 1）
r1 = D0"

N

l = 1

（C1）
（K + 1）
0 （Sl）j（K + 1）

1 +（C1）
j（K + 1）
1 （Sl）（K + 1）[ ]0 + Dj

1"
N

l = 1

（C1）
（K + 1）
0 （Sl）（K + 1）

0 （17）

其中 Al 和 Cl 为材料参数。至此已得到完整的递推公式，将各个时刻的响应量增量叠加后得到第 K +
1 时刻的全量 Y，再由（5）式得到 f 的梯度# f（X0）。

超立方体  X 和 S2X 构成凸集合模型，其约束为

#：I j I =!j （18）

摄动分析得到梯度# f（X0），从而对应响应量最大值和最小值的参数位置为

（Xj）max = X0
j + Sign（# f1 j（X0））!j （19）

（Xj）min = X0
j - Sign（# f1 j（X0））!j （20）

最大值和最小值为

Ymax = f（X0）+"
M

j = 1
# f1 j（X0）!j （21）

Ymin = f（X0）-"
M

j = 1
# f1 j（X0）!j （22）

f（X0）和!f（X0）都是时间的函数。固体火箭发动机药柱常采用八面体剪应变准则作为破坏判据，将

 8 对 j 作摄动展开为

 8 =（ 8）0 +"
M

j = 1

（ 8）
j
1 j，（ 8）

j
1 =   8( )  

T   
 X( )

j
（23）

根据（21）、（22）式即可计算 8 的响应区间。

! 特殊情况下概率方法的响应区间估计

假设随机场的各个随机参数之间相互独立，随机参数 Xi 可表示为

Xi = Xi0 + Xir i （24）

其中 Xi0为均值，Xir为均方差， i 是标准随机变量。假设随机场的相关尺度非常大，仅离散成一个随

机单元即已经收敛，也就是说，随机变量在全场相同，不需要所谓的相关结构类型等数据，从而和凸

集合模型具有可比性。

利用随机有限元方法进行结构分析后，得到响应量的均方差为［6］
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Yr = !
M

i = l

!Y
!"i

!Y
!"" i

（25）

根据 3#法则，随机参数几乎集中在［Xl0 -!i，Xi0 +!i］范围内，其中!i = 3Xir。响应量有 99.74%
的概率处于［Ymin，Ymax］内，其中

Ymin = Y0 - 3Yr = Y0 - !
M

i = 0

!Y
!X( )

l
（!i）

2 !Y
!X( )" i

（26）

Ymax = Y0 + 3Yr = Y0 + !
M

i = l

!Y
!X( )

i
（!i）

2 !Y
!X( )" i

（27）

若采用凸集合模型，假设不确定参数的范围在［Xi0 -!i，Xi0 +!i］内，该区间是参数空间中的

超立方体。考虑椭球

（! - !0）
T"（! - !0）#l （28）

其中 " = diag（ l
!2

l
，
l
!2

2
，

l
!2

M
），椭球面内切于超立方体。椭球和椭球面构成凸模型，经过分析可以发现

响应量的区间范围和（26）、（27）式相同。随机结构分析的响应量区间范围具有概率意义，即响应量

有 99.74%的可能性落在该区间内，也有 0.26% 的可能性超出该区间。凸集合模型认为只要参数处于

特定集合，其响应量就一定处于区间［Ymin，Ymax］内，并不存在概率上的含义。

概率空间中，随机结构分析的参数在均值点处分布密度最大，向外逐渐减小，其等概率密度面形

成了椭球面，其中包括（28）式表示的椭球面。随机参数在此椭球内的概率并不等于 99.74%，但是

若给定参数的概率大小，椭球必然是包含随机变量的最小区间。试验测试得到的参数区间一般为超立

方体，但是在概率空间中随机参数却更倾向于以椭球区间的形式进行度量。由于响应量在均值点附近

进行一阶摄动展开， f 被视为仿射函数，从而若参数处于椭球内，响应量也必然在包含均值响应的连

续区间［Ymin，Ymax］内。若增大随机参数的概率，即相当于增加椭球大小，引起的额外响应量也有

一部分落在［Ymin，Ymax］内，多少取决于 f 在椭球新增加区间上的取值。

图 l 给出了 2 维概率空间中参数的集合示意图。此时，椭圆为等概率面，A 点为响应量在椭圆上

的最大值点，B 点为最小值点。由于 f 在均值点进行了一阶摄动，图中过 A 点和椭圆相切的直线 AC
是函数等值线，BD 也是函数等值线。若结构的随机参数取在 AC 和BD 中阴影部分构成的区间内，其

响应量必然在［Ymin，Ymax］内。由此可以知道：在概率空间中，若随机参数互不相关，分布为高斯

分布，随机场相关尺度足够大，则等概率密度面为椭球面，它内切于超立方体，决定了响应量的区间

范围和概率大小。

图 l 参数集合示意图

Fig.l The picture Of parameters set

图 2 有限元网络

Fig.2 Finite eiement mesh

! 算例

以火箭发动机起动时的点火压力对药柱的影响为算例进行研究。药柱内半径为 l00mm，外半径为
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177mm，壳体厚度为 3mm，单元划分如图 2。本文考虑药柱的泊松比、松弛模量为不确定参数，通过

实验可以给出其变化区间。泊松比的平均值为 1 = 0.495，变化范围!= 0.003；松弛模量的 prony 级数

取3 项，各 个 参 数 的 平 均 值 为 Ge = 2.36082e5pa， a0 = 3.318874e - 5 / s， G1 = 5.62438e4pa， G2 =
3.30147e4pa，G3 = 6.45613e5pa，参数在平均值左右 10%内变化。

采用超立方体 RX 和其顶点 S2
X 构成的凸集合模型，图 3 和图 4 给出了八面体剪应变的上下界以及

均值参数作用下的响应量的变化曲线。在进行摄动计算得到响应量对参数的梯度后，可以确定最小值

和最大值的位置，从而既可以通过式（21）、（22）得到响应量的区间范围，也可以直接在参数位置计

算出上下限。图中实线为一阶摄动方法的计算结果，虚线为直接在超立方体顶点上计算得到的响应

量。在结构比较复杂的情况下，直接计算需要消耗额外时间，其结果也相对准确。在超立方体区间

内，响应量对参数的关系并不是线性关系，这导致了直接计算和梯度计算的差别。一般情况下，区间

范围比较小，可以近似将 f 进行一阶摄动，引起的误差也比较小。

图 3 "8 区间随时间变化曲线

Fig.3 Uncertainty in"8 vs time

图 4 "8 区间随半径变化曲线

Fig.4 Uncertainty in"8 vs radius
由于推进剂粘弹性的影响，响应量区间随时间改变。尽管梯度由各个时刻的响应量计算得到，它

在时间尺度上是连续的，即 f（X0，t）对时间 t 连续，其梯度! f（X0，t）在本文情况下也随时间连

续，保证了响应量的区间范围在时间上的连续性。

若将参数范围限制在超立方体的内切椭球内，图 3 和图 4 中的点划线给出了八面体剪应变的变化

范围。若认为参数以概率的含义给出，图中的响应量范围也具有概率的意义，否则就是一般意义上的

区间概念。由于椭球的参数区间包含在超立方体内，其响应量区间范围较小。

! 结论

一般情况下，随机参数的分布规律难以得到，通过概率方法得到的响应量区间和凸集合模型结果

在特殊情况下有相同之处。本文方法在信息相对较少的情况下能够进行不确定性分析，弥补了药柱随

机结构分析上的不足。由于梯度采用摄动方法计算，可以方便地扩展到二次分析。
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