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块三对角矩阵的修正型局部块分解预条件!

吴建平1，李晓梅2

（1. 国防科技大学计算机学院，湖南 长沙 410073；2. 指挥技术学院，北京 101416）

摘 要：利用块三对角阵分解因子构造了一类修正型不完全分解预条件子，分析了该预条件子的存在性

及其若干性质。针对从二维 LapIace 算子离散得到的五点差分矩阵，给出了预条件后的实际条件数，结果表

明，条件数与矩阵阶数的平方根成正比，并且比例因子随局部分解步长的增大而逐渐减小。具体实现时，考

虑了其高效实现方案，并针对从二维 LapIace 算子与系数不连续的二维椭圆型算子离散得到的五点差分矩阵，

在主频为 SS0MHz，内存为 2S6MB 的微机上作了大量实验，且与其他较有效的预条件方法进行了比较，结果

表明该预条件方法效率优于其他测试预条件。
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Modified Preconditioners to Block Tridiagonal Matrices
Based on Local Factorization

WU Jian-ping1，LI Xiao-mei2

（1 . CoIIege of Computer，NationaI Univ. of Defense TechnoIogy，Changsha 410073，China；2 . Institute of Command and TechnoIogy，Beijing

101416，China）

Abstract：A modified type of preconditioner is constructed with the heIp of IocaI bIock factorization of bIock tridiagonaI matrices.
Then the existence and the properties are anaIyzed. For the standard S - point matrices，which are derived from the 2 - D LapIace opera-
tor，the actuaI condition numbers of the preconditioned matrices are computed. The resuIt shows that the condition number is propor-
tioned to the sguare root of the order of the matrix. What s more，the Ionger the step of the IocaI factorization，the smaIIer the coefficient
is. Then efficient impIementations of the preconditioners are focused on and three of them provided. FinaIIy Iots of experiments are per-
formed for the constructed preconditioners and the weII - known effective ones on the personaI computer with main freguency of SS0MHz
and memory of 2S6M. The matrices in these experiments incIude the standard five point ones，and the ones derived from a 2 - D eIIiptic
operator with discontinuous coefficients. The resuIts aIso show that the preconditioners are more efficient than the other tested ones.

Key words：symmetric positive definite matrix；incompIete factorization；preconditioner

线性方程组的迭代法面临不收敛与收敛速度慢两个主要问题，构造预条件子是解决这些问题的有

效途径。不完全分解预条件是串行计算时最有效的方法之一，包括基于因子中非零元结构分析的

ILU（I）［1］及基于元素幅度大小的 ILU（ p，!）［2］，对后者还可基于极小舍弃重排［3］进行计算，但开

销大。这些预条件方法针对一般的稀疏矩阵，对具体的块三对角矩阵，雷光耀等对对角占优矩阵用阶

矩阵的思想作不完全分解［4，S］得到了较有效的预条件子。

1 块三对角阵的修正型局部块分解预条件
考虑由 m X m 个块组成的三对角矩阵 A = tridiag（E（ i），T（ i），F（ i + 1）），其中每个 E（ i），

T（ i），F（ i）都是 I X I 矩阵。现对 A 作块 LU 分解，分解因子 L = tridiag（L（ i），D（ i），0），U
= tridiag（0，I，U（ i + 1）），其中 D（ i），L（ i），U（ i）均为 I 阶矩阵，则知 D（1）= T（1），且对 I"2 有：

D（I）= T（I）- E（I）D（I - 1）- 1F（I）

L（I）= E（I），U（I）= D（I - 1）- 1F（I{
）

（1）
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设对 A 作不完全分解 A匀BA = LAUA，其中

LA = tridiag（E（ i），DA（ i），0），UA = tridiag（0，I，UA（ i + l）） （2）

且 DA（ i），UA（ i）均为 I 阶矩阵，UA（ i）=（DA（ i - l））- lF（ i），则 BA 可作为 A 的预条件子。

局部块分解在计算 UA（I）时，假设其前某个 D（max（I - l，l））为 T（max（ I - l，l）），再利用（l）计算

得到，下文称 l 为局部分解步长。本文修改 DA 的对角元使 BAe = Ae，称此时 BA 为修正型局部块分解

预条件，其中 e 是元素全为 l的向量。记修改的 DA 为 DA -!，且! = diag（!（l），!（2），⋯，!（m）），

其中每个!（I）为 I 阶对角阵。

定理 l 设 Bl 是局部分解步长为 l 时的修正型预条件子（ l < m）并设其非奇，则（Bl）
- l A 以 l为至

少（ l + l）I + m - l - l重特征值。

证明 设 Rl = Bl - A，则知 Rl = diag（Rl（l），⋯，Rl（m）），其中 Rl（I）为 I X I 矩阵，且当 I ＜ l +
l时 Rl（I）= 0。此外由 Ble = Ae 知对每个 I > l + l，均有 Rl（I）e = 0，故 0亦为每个 Rl（I）的至少一重特

征值。所以 0为 Rl 的至少（ l + l）I + m - l - l重特征值，从而由（Bl）
- lA = I -（Bl）

- lRl 知定理成立。

对模型五点差分矩阵 A = tridiag（ - I，T，- I），其中 T = tridiag（ - l，4，- l），可证明如上定义的预条

件子 Bl 存在且（Bl）
- lA 具有最小特征值 l，为此先证如下引理：

引理 l 设 I > 2，d =（ I +（ I2 - 4）l /2）/ 2且 TI = tridiag（ - l，I，- l），则（TI）
- l e < de /（d - l）2。

证明 考虑 TI 的 LDLT 分解，设 D = diag（dl，d2，⋯，dI），则 di 严格单调下降收敛于 d，计算知当

j < i 时 L - l（ i，j）=（di - l）- l⋯（dj）- l，故 L - l e < de /（d - l），从而（TI）
- l e < de /（d - l）2。

引理 2 设 Ce = 0，且 C 的非对角元全不小于 0，则 C 的特征值不大于 0。
证明 由 I"- Cii I＜ 】

j = l ~ I，j一 i
Cij及 Ce = 0知 Cii = - 】

j = l ~ I，j一 i
Cij，故"＜Cii + 】

j = l ~ I，j一 i
Cij = 0。

引理 3 设按公式（l）作模型五点差分矩阵 A 的块 LU 分解，则对任意自然数 I，D（ I）为对称 M 矩

阵，"max（D（I）- l）< I /（I + l）且 D（I）- l e < Ie /（I + l）。

证明 （数学归纳法）l）D（l）= T 为对称 M 矩阵，且由引理 l 知 D（ I）- l e < e / 2，由此知有

"max（D（l）- l）< l / 2。2）假设引理对 I 成立，则由 D（ I + l）= T - D（ I）- l知"max（D（ I + l）- l）<（ I +
l）/（I + 2），且 D（I + l）为对称 M 阵。此外 D（I + l）- l e = 】

j = 0 ~ +  
（T - lD（I）- l）jT - l e <（ I + l）e /（ I +

2），故引理 3成立。

引理 4 设按公式（l）对模型五点差分矩阵 A 作块 LU 分解，则对任意自然数 I，l，都成立不等式

D（I + l）- l e - D（ l）- l e < Ie /（（ l + l）（I + l + l））。

证明 D（I + l）- l e - D（l）- l e = D（I + l）- lD（I）- lT - l e，由引理 3有 D（I + l）- l e - D（l）- l e <
Ie /（2（I + 2））。又由 D（I + l）- l e - D（ l）- l e = D（ I + l）- l（D（ I + l - l）- l - D（ l - l）- l）D（ l）- l e
知：D（I + l）- l e - D（ l）- l e = D（I + l）- l⋯D（I + 2）- l（D（I + l）- l - D（l）- l）D（2）- l⋯D（ l）- l e

从而 D（I + l）- l e - D（ l）- l e < Ie /（（ l + l）（I + l + l））。

定理 2 对模型五点差分矩阵，当 l = 0时，对任意自然数 I，DA（I）为对称 M 矩阵且!（I）的元素

介于 0到 l之间。从而 B0 存在且为对称正定矩阵，进而"max（（B0）- lA）= l。
证明 （数学归纳法证明前一部分）l）由 DA（l）= T 知其为对称M 阵，由!（l）= 0知结论成立。2）

设对 I 成立，记 M = tridiag（ - l，3，- l），则!（ I + l）e =（DA（ I））- l e < M - l e。由引理 l 知 M - l e < e，

所以!（I + l）< I，故 DA（I + l）= T -!（I + l）。M 且其非对角元不大于 0，故为对称 M 阵。所以对所

有自然数 I，DA（I）为对称 M 阵。故 B0 存在且对称正定。

对任意自然数 I，R0（I）e = 0且 R0（I）=（DA（I））- l -!（I），则由引理 2知其特征值不大于 0。由

于 B0 对称正定，则由（B0）- lR0 相似于（B0）- l /2R0（B0）- l /2且后者合同于 R0 知（B0）- l R0 的特征值不

大于为 0，从而（B0）- lA = I +（B0）- lR0 的特征值不大于 l，故由定理 l知"max（（B0）- lA）= l。
定理 3 对模型五点差分矩阵 A，当 l。l时，对任意 I 。 l + l，DA（ I）为对称 M 矩阵且!（ I）的元

素介于 0到 l /（ l + l）之间。从而 Bl 存在且为对称正定矩阵，进而"max（（Bl）
- lA）= l。
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证明 （数学归纳法证明前一部分）I）对 l = l + I，由预条件子的构造知显然成立。2）当 l ! l +
I时，设对某个 l 成立，由 DA（l）= T - D - I（ l）-!（l）知

!（l + I）e =（（DA（l））- I - D - I（ l））e =（DA（l））- I（D - I（ l）- D - I（ l - I）+!（l））D - I（ l）e
故!（l + I）e =（ I - T - ID - I（ l）- T - I!（ l））- I T - I（D - I（ l）- D - I（ l - I）+!（ l））D - I（ l）e。由

非负矩阵的性质知矩阵 T - ID - I（ l）+ T - I!（l）的谱半径不大于 T - ID - I（ l）+ T - I /（ l + I），从而小于

I / 2，所以（ I - T - ID - I（ l）- T - I!（l））- I e = "
j = 0 ~ +  

（T - ID - I（ l）+ T - I!（l））je < 2e

由引理 3知 D（ l）- I e < le /（ l + I），由引理 4知 D（ l + I）- I e - D（ l）- I e < e /（ l（ l + I））且由假设知

!（l）e < e /（ l + I），从而有!（l + I）e < e /（ l + I）。

另方面（DA（l + I））- I = "
j = 0 ~ +  

（T - ID - I（ l）+ T - I!（ l + I））jT - I!0。又由 DA（ l + I）的特征值全

大于 I知其为对称正定矩阵，则对角元全大于 0，显然非对角元不大于 0且 DA（l + I）非奇异，从而 DA（l
+ I）为对称  矩阵，所以定理的前部分对所有 l! l + I成立。由此可知 Bl 存在且对称正定。

对所有 l! l + 2有 Rl（l）e = 0，又 Rl（l）= DA（l）+（DA（l - I））- I - T =（DA（ l - I））- I - D - I（ l）

-!（l），从而 Rl（l）+!（ l）=（DA（ l - I））- I（D - I（ l）- D - I（ l - I）+!（ l - I））D - I（ l）!0，所以

Rl（l）的非对角元非负，由引理 2知其特征值不大于 0。类似于定理 2的证明知"max（（Bl）- IA）= I。
图 I给出了 l = 0 ~ 5时模型五点差分矩阵预处理后的条件数，结果表明条件数与矩阵阶数的平方

根成正比，并且比例因子随局部分解步长的增大而逐渐减小。

图 I 模型五点差分矩阵预条件后的条件数

Fig.I Condition numbers

! 修正型局部块 !" 分解预条件的实现
预处理时要解形如 LAUAZ = W 的方程组，这可

通过解两类方程组得到：I）LAZ = W，2）UAZ = W，所

以关键是解 DA（l）Z（l）= W（ l）形式的方程组。设

所有 F（l）非奇，考虑

Dl（l）= Tl（l）- E（l）D - Il - I（l - I）F（l）
则知可以利用 Fl 的逆进行求解。对 Fl 为非对角矩

阵时，求逆要用近似值以提高性能，例如当 Fl 为三

对角矩阵时，可用三对角或五对角近似逆矩阵。

当 l = 0 时可利用矩阵分解直接求解 D0（ l）Z
（l）= W（l），其中 D0（ l）= T（ l）-!（ l）且对角阵

!（l）利用!（l）e =（D0（l - I））- I e 计算得到。

当 l = I时，对 l = I时的 DI（l）Z（l）= W（l）可

利用 l = 0时的方法求解，对 l!2 可如下求解（其中

!（l）利用!（ l）e =（DI（ l - I））- I e - D - I（ l - l，l - I）e 计算得到，D（ l - l，l - I））是指假设

D（l - l）= T（l - l）时再用（I）递推得到的 D（l - I））：

（（T（l）-!（l））F - I（l）T（l - I）- E（l））V（l）= W（l）

Z（l）= F - I（l）T（l - I）V（l{
）

当 l = 2时，对 l = I，2时的 D2（l）Z（l）= W（ l）可分别利用 l = 0，l = I 时的方法求解，对 l!3 可

如下求解（其中!（l）利用!（l）e =（D2（l - I））- I e - D - I（l - l，l - I）e 计算得到）：

S2（l - I）= T（l - I）F - I（l - I）T（l - 2）- E（l - I）

（（T（l）-!（l））F - I（l）S2（l - I）- E（l）F - I（l - I）T（l - 2））V（l）= W（l）

Z（l）= F - I（l）S2（l - I）V（l
{

）

当 l!3时 Dl（l）Z（l）= W（l）的求解算法可类似得到，不再赘述。

" 数值实验
本节实验如前所述的预条件方法，并与已知的较有效的方法进行比较，其中 CG是指无预条件 CG
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法，DCG 为对角预条件 CG 法，BCG 为块预条件 CG 法，IC（1，1），IC（1，2），IC（1，3）为文［5］中预条件的修

正型 ICCG 法，SSOR1 是指采用的 SSOR 预条件 CG 法，SSORO 是指采用!= 2 /（1 + sin（"/（n + 1）））的

SSOR 预条件 CG 法〔6，7〕，其他方法为采用文中前述预条件 CG 方法，所有实验结果均在主频为 550 兆赫

的微机上得到。

实验 1 针对系数矩阵为 n > n 阶模型五点差分矩阵的线性方程组，其中涉及次对角块与向量乘时

直接赋值为该向量。实验 2 中的矩阵由算子

-!
!xA（x，g）!u（x，g）

!x -!
!gA（x，g）!u（x，g）

!g + C（x，g）u（x，g）

在区域［0，2 .1］>［0，2 .1］上用五点差分格式离散得到，其中

A（x，g）=

1.0， x!［0，1）且 g!［0，2.1］

1.0， g!［0，1）且 x!［0，2.1］

2.0， x!［1，2］且 g!［1，2］

3.0， x!（2，2.1］且 g!［1，2.1］

3.0， g!［2，2.1］且 x!［1，2.1













］

， C（x，g）=

0.02， x!［0，1）且 g!［0，2.1］

0.02， g!［0，1）且 x!［0，2.1］

0.03， x!［1，2］且 g!［1，2］

0.05， x!（2，2.1］且 g!［1，2.1］

0.05， g!（2，2.1］且 x!［1，2.1













］

，

表 1，2 分别列出了这两个实验的部分计算结果，其中 iters 为迭代次数，time 为以秒为单位的包

括预条件生成在内的总执行时间。所有迭代中终止条件为残量范数减少到小于初始时的"倍，此处范

数由内积（ .，.）B 导出，其中 B 为预条件子。右端项利用假定的真实解计算得到，该真实解中取第 i
个分量为 x（ i） = i2 / n2。

表 1 在主频为 550 兆赫的微机上的实验 1（" = 1E - 10，n = 800）

Tah.1 Experiment NO.1 On a PC with main freguency Of 550MHZ（"= 1E - 10，n = 800）

CG DCG BCG SSOR1 SSORO IC（1，1） IC（1，2） IC（1，3） l = 0 l = 1 l = 2 l = 3

iters 2544 2544 1796 911 136 146 102 84 52 47 42 39

time 791.0 928.1 758.8 488.3 73.76 77.23 55.32 51.02 30.22 36.82 40.15 47.60

表 2 在主频为 550 兆赫的微机上的实验 2（"= 1E - 10，n = 800）

Tah.2 Experiment NO. 2 On a PC with main freguency Of 550MHZ（#= 1E - 10，n = 800）

CG DCG BCG SSOR1 SSORO IC（1，1） IC（1，2） IC（1，3） l = 0 l = 1 l = 2 l = 3

iters 8928 5598 3962 1976 1074 237 186 175 133 118 103 92

time 3148. 2312. 1872. 1179. 634.1 135.8 108.4 113.7 93.04 102.5 105.6 115.9

从以上实验可以看出，文中预条件方法优于已有方法，且就计算效率而言，通常取 l = 0 为最佳。

4 小 结
利用块三对角阵分解因子构造了一类修正型不完全分解预条件子，分析了该预条件子的存在性及

其特征性质。针对模型五点差分矩阵，给出了预条件后的实际条件数，结果表明，条件数与矩阵阶数

的平方根成正比，并且比例因子随局部分解步长的增加而逐渐减小。最后考虑了其高效实现并作了大

量实验，结果表明该预条件方法优于其他测试方法。

（下转第 100 页）
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一般地，关于 D 的 Bayes 估计的递推公式为

D̂k =
!k

"k - 1
式中!k，"k 由递推公式计算：

!k =!k - 1 +!!k，"k ="k - 1 +!"k k = 1，⋯，N，N 为 截 尾 试 验 批 数。!!k =
nk
2（ S（ k））2 +

nk（!X（k）-!X（ k - 1））2

nk#k - 1 + 1 ，!"k =
nk
2 ；

式中

#k =
1
nk

，（S（ k））2 = 1
nk"

nk

i = 1
（X（ k）

i -!X（ k））2，!X（k）= 1
nk"

nk

i = 1
X（ k）

i

可知 D̂k 的验后方差为

E D - D̂( )k 2 I X（ k[ ]） = !2
k

（"k - 1）2（"k - 2）

上述递推公式就是配合 Bayes 序贯截尾检验所作的 Bayes 递推估计方法。

示例具有特殊性，但上述思想方法具有普遍性，可以运用于其他分布参数的 Bayes 序贯检验和

估计。
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