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并联机构的奇异位形分析及冗余驱动控制方法!
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摘 要：运用微分几何的方法分析了存在于并联机构中的各种奇异位形。采用冗余驱动方法解决并联

机构奇异位形的控制问题。设计并实现了平面二自由度并联实验装置，并进行了冗余驱动控制实验。
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Abstract：This paper anaIyses the various singuIar configurations of paraIIeI manipuIators using differentiaI geometry. In order to
perform an effect controI of paraIIeI manipuIators at singuIarity，an over-controI method is discussed. FinaIIy this paper tests the over-ac-
tuated PD strategy on the two degree-of-freedom pIanar paraIIeI robot and simuIations verify the method proposed.
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并联机构相对于传统的串联机构具有刚度大、执行力矩大和控制精度高的特点，因此可以广泛地

应用于机械装配、载重机构、模拟训练装置和高精密机床的结构设计中，同时也产生奇异位形增多、

工作空间缩小的缺点。目前减小机构奇异位形影响的有效方法之一是采用驱动关节冗余的控制

方法［1］。

为了实现并联机构的有效控制，首先应分析机构的奇异位形。对这一问题国内外学者已经进行了

大量的研究。如 GosseIin［2］利用速度的输入和输出方程定义了串并联机构的奇异性，MerIet［3］、Hao［4］

和 CoIIins［5］分别采用线丛原理和 CIifford 代数对奇异位形存在的条件进行了研究，国内学者则利用瞬

时速度和矩阵分析的方法［8］确定并联机构的奇异位形。这些方法大多基于代数方法对奇异位形进行分

类和定义，或者针对具体机构的某些特殊性质进行计算，对奇异位形中包含的丰富的几何性质则很少

涉及。而采用微分几何方法研究并联机构中的奇异位形，能够深刻了解机构奇异发生的本质，为一般

并联机构的奇异性分析建立统一的几何框架，具有明显的数学和物理意义。

1 并联机构的奇异性分析

设并联机构的广义坐标约束方程的一般形式为［2］

!（!）：=（h1（!），⋯，hk（!））T = 0 （1）

!"E 称为并联机构的广义坐标，E 称为广义坐标空间。机构的位形空间可以表示为

O = ｛!"E：!（!） = 0｝ = ! - 1（0）#E （2）

并联机构末端执行器的运动空间称为并联机构的工作空间 WS。对于平面机构，WS 一般为SE（2）

或 R2，而对于空间机构，WS 一般为 SE（3）或 R3。所有驱动关节!" 组成并联机构的驱动关节空间。

如果机构中彼此独立的驱动关节个数大于执行器的运动维数，则并联机构处于冗余驱动（over-actuat-
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ed） 状态。并联机构各空间的映射关系可以用图 l 来说明，其中映射 i：O! i（O）"E 代表位形空间

向广义坐标空间的包含映射。

图 l 并联机构各抽象空间之间的映射关系

Fig.l The reiations between the various spaces in paraiiei manipuiators

!"! 位形奇异性

定义 l 对于约束方程（l）所描述的并联机构系统，如果其 Jacobian 矩阵!!
!!

在 p 点行不满秩，

则并联机构在 p 点处于位形奇异状态。

从微分几何的角度看，并联机构的位形空间 O 在位形奇异状态下不再是广义坐标空间的局部嵌

入子流形（embedded manifoid）。对（l）式进行微分，得到约束方程的 l - 形式 dhi， i = l，⋯，m，

这些 l - 形式可以看作是机构在不同方向上的约束力。于是机构处于位形奇异下的另一个判断标准是

所有这些由约束方程得到的 l - 形式线性相关。由于 l - 形式线性相关的充要条件是它们的外积为零，

由此得到了判断并联机构是否处于位形奇异状态的另一个标准

dhl#dh2#⋯#dhm I p = 0 （3）

注意到，式（3）的计算是不依赖于具体参考坐标系的。其中，p 为位形奇异的坐标。

处于位形奇异状态的机构将至少在一个方向上失去约束，因此整个机构在至少一个方向上存在瞬

时速度，这为直接判定机构的位形奇异提供了依据。以平面 2 自由度并联机构（如图 2 所示）为例，

由定义 l 或公式（3）可以计算得到该机构具有四组位形奇异，每组奇异位形具有 4 种不同的状态。

图 2（a）为其中的一种位形奇异状态。

!"# 驱动奇异性

由所有的驱动关节构成的空间 ]a 称为并联机构的驱动关节空间。 p 1 O! ]a 为位形空间向驱动关

节空间的自然投影。正常情况下该映射是微分同胚的，也就是说由驱动关节坐标就可以完全决定当前

机构所处的位形状态。这点可以通过该映射诱导的切映射 Tgp 1 TgO!Tg]a 的性质来判断。

定义 # 设 p 1 O!]a 为并联机构位形空间 O 向驱动关节空间 ]a 的自然投影。如果该投影映射在

p 点处的切映射 Tgp 不满秩，则 p 点所代表的位形称为并联机构的驱动奇异位形。

并联机构处于驱动奇异位形时，机构的瞬时移动不能由驱动关节完全确定。即使固定所有的驱动

关节，机构仍旧可以瞬时移动，甚至产生内部自运动（seif-motion）。这个性质可以作为直接判断并联

机构是否处于驱动奇异状态的依据。

由于定义中的投影映射很难计算，下面采用另外一种方法计算驱动奇异位形。对约束方程（l）

进行微分，得到

"#! + "$ #" = 0 （4）

其中，!和"分别代表m 个驱动关节和 I - m 个被动关节，" 和 "$分别是它们的 Jacobian 矩阵。其中

正常驱动情况下的 "$是 k X k 维方阵。可以通过计算 "$的特征值判断机构的驱动奇异性。如果矩阵

]$在某点坐标下的某个特征值为零，则机构在该点处的位形是驱动奇异的，并且与该零特征值所对

应的特征向量表明了机构因为驱动奇异而获得的多余自由度的方向。

仍然以平面二自由度并联机构为例，由 det（"$）= 0 得到驱动奇异发生的条件

sin（"l +"2 -#）sin（$3 -"3）= 0 （5）

图 2（b）显示了其中"l = -"2 时的驱动奇异位形。这时的 rank（"$）= 3，对应于零特征值的特征向量
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为（ - 0.7071，0，0，0.7071），这表明处于该位形下的机构是驱动奇异的，并且在坐标为（ - 0.7071，

0，0，0.7071）的方向获得一个瞬时的自由度（如图 2（b）中的箭头所示）。

!"# 末端执行器奇异性

定义 # 设 f = 0 WS 为并联机构位形空间 0 向工作空间 WS 的正向映射。如果该映射在 x 点处

的切映射 Txf = Tx0 TxWS 不满秩，机构处于末端执行器奇异位形，相应的 x 点称为并联机构的末端

执行器奇异点。

并联机构的末端执行器奇异点与串联机构的奇异位形含义一致。机构处于末端执行器奇异位形

时，末端执行器在某些方向上的瞬时速度不能由机构的位形确定，为了使末端执行器获得奇异方向上

的速度，关节空间必须提供很大的驱动速度。设切映射 Txf = Tx0 TxWS 诱导的余切映射为 T x f =
T x WS T x 0，机构处于末端执行器奇异位形时，施加在执行器的某个或某些方向上的外力正好处于

该余切映射的零化空间内，它们在驱动关节空间内的像接近于零，这表示对于施加在末端执行器奇异

方向上的外力（力矩），驱动关节无法产生相应的驱动力（力矩）加以抵消，抵消的力（力矩）只能

由机构的机械约束本身提供，因此可能破坏整个系统的机械结构。

类似于驱动奇异位形，也可以通过机构前向运动学模型的 Jacobian 矩阵分析机构的末端执行器奇

异性发生的位置和方向。

图 2 二自由度平面并联机构及各种奇异位形 （a）位形奇异（b）驱动奇异（c）末端执行器奇异

Fig.2 The 2-DOF pianar paraiiei manipuiator and its various singuiarities
（a）Configuration singuiarity （b）Actuate singuiarity （c）End-effector singuiarity

$ 冗余驱动控制

约束系统的动力学模型［7］一般表示为

M（!）! + C（!， ~!）+  ="+ AT# （6）

其中，# R6 为拉格朗日乘子，M（!）= diag（M1，M2，M3） R6 X 6和 C（!， ~!）分别是系统的惯量

矩阵和哥氏矩阵，!代表系统的所有关节。设!a 为系统的驱动关节， ~! =  i
~!a 是包含映射!= （!a）

的微分形式。利用投影映射 P = T  E T  0 将（6）式映射到位形空间的余切空间上 T 0［7］

P M i!
 

a + P （C1 +  ）= P  （7）

其中 P = I -  T（ M - 1 T）- 1 M - 1。在平面二自由度并联机构中取 1，2，3为驱动关节， 1，2，3为被动关

节，由于对应于被动关节的力矩为零，不妨设对应于驱动关节的力矩为 " = （ 1， 33， 5）
T， P̂ =

［p1，p3，p5］是由 P 中对应于驱动关节的列向量组成的矩阵。因此

"̂= P̂ = P̂ " R6 （8）

假设参照曲线在关节空间的坐标为! （  ），采用 PD 控制算法，得到控制力矩为

"̂= P M （! d - Kv~e - Kpe）+ P （C1 +  ） （9）
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其中 e =!a -!d，Kv 和 Kp 分别为微分和比例系数。将（9）代入（7）式得到系统的闭环方程为

P!M i（ e! + Kv
~e + Kpe）= 0 （10）

适当选择微分和比例系数 Kv 和 Kp 将保证系统在关节空间内对参照曲线的渐进稳定跟踪。

图 3 驱动关节空间内的冗余驱动控制跟踪曲线

Fig.3 The tracking error of over-actuated controi in
actuated joint space

! 实验结果

我们与香港科学技术大学合作，设计并实现了平

面二自由度并联机构装置［6］。该实验装 置由固定在基

座上的三个驱动关节和并联结构的机械臂组成。由于

采用了冗余驱动控制方案，提高了系统的刚度并有效

避免了机构的驱动奇异性。图 3 显示了二自由度并联

机构在驱动关节空间内对参考目标的跟踪曲线。

" 结论

采用微分几何方法研究了并联机构中各种奇异位

形的定义和判定条件，分析了机构奇异性对机构性能

的影响。为了消除并联机构中的驱动奇异性，研究了

冗余驱动的控制方法。设计并实现了平面二自由度并

联机构实验装置，并采用冗余 PD 控制方法实现了机构的跟踪控制过程。实验结果表明，所设计的控

制算法能够使并联机构渐进稳定地跟踪参考曲线。
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