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正态总体下分布参数的 Bayes 序贯估计!

张金槐
（国防科技大学人文与管理学院，湖南 长沙 410073）

摘 要：论述正态总体分布参数的序贯估计和 Bayes 序贯估计问题。在 Stein 的双子样序贯估计的基础

上，构造了 Bayes 双子样序贯估计，并作了剖析。此外，为了适应当前试验场地“试试看看，看看试试”的

试验分析和鉴定的需要，给出了以序贯 Bayes 检验为基本出发点，使检验和序贯估计相联合的分析方法。
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Bayes Seguential Estimation of the Parameter for Normal Sample

ZHANG Jin-huai
（CoIIege of Humanities and Management，NationaI Univ. of Defense TechnoIogy，Changsha 410073，China）

Abstract In this paper，the seguentiaI estimation of the parameter of normaI distribution is studied. At first，the Bayes doubIe
sampIing seguentiaI estimation method is constructed. And then，as the reguirment for testing anaIysis，the recursive aIgorithm of the
estimator of distribution parameter is given. Thus，it can easiIy be reaIized in engineering appIications.
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1 问题的提出

小子样下试验结果的精度评估，我们曾运用 Bayes 方法。小子样统计推断，并不限于 Bayes 方法。

近期以来，对于不同试验条件下的精度评估，运用试验设计方法，给出小子样下的分析方法。例如文

献［2］，研究了小子样下的命中概率估计问题，且已有效地应用于工程实践。因此，试验设计应视为

小子样技术的重要内容，引起关注。此外，在试验过程中，常常运用“试试看看，看看试试”的方

法。这种技术途径，在统计分析中就是序贯分析方法。序贯方法的平均试验数常小于经典统计方法的

试验数，而 Bayes 序贯方法，将可能使子样容量进一步缩小。

要设计一个序贯估计方法，必须建立一个准则，它指出何时终止试验，且作出终止试验时的决

策。下面将在 Stein 双子样序贯估计的基础上，构造 Bayes 序贯估计方法。为了应用，还将论述序贯检

验检验和估计的综合分析方法。

2 Bayes 双子样序贯估计

Stein 对于正态总体的均值，构造了双子样序贯区间估计方法。

设有正态总体 N（!，"2），!，"2 均为未知。今从该总体作第一次抽样，得子样（ x1，⋯， xn），

而记（xn + 1，⋯，xn + m）为从 N（!，"2）中取得的第二个独立的子样。记

S2 为第一个子样的样本方差，即

S2 = 1
n - 1"

n

i = 1
（xi -#x（1））2，#x（1）= 1

n"
n

i = 1
xi

而#x 为联合子样的样本均值，即

#x = 1
n + m"

n + m

i = 1
xi
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令 I =［2StI - 1，V IS］2，其中 tI - 1，V为具有 I - 1 个自由度的学生氏变量 S（I - 1）分布 100 1 -V( )2 % 上

侧分位点，S为某个指定的数；而第二个子样的容量 m 可如下确定：

m =
0，当 I - IS0，

BI - I 的最小正整数，当 I - I > 0{ .

则 x 1S2 为长度为S的H的置信区间，置信系数2V，即

P  x -S2 <H< x +S{ }2 BV

这就是 Stein 的双子样抽样方案。

然而，从另一种观点，即 Bayes 统计观点来分析，增加信息量的途径除了增加子样容量（即二次

抽样）外，还可以考虑其他信息，即验前信息。此时，再作序贯抽样，此时将会使置信估计有较好的

结果。

按 Bayes 观点，分布参数O看作随机变量，且具有验前分布（如概率密度!（O）），而区间估计则

为当子样 X 给定后，寻找一个与 X 有关的区间，它是固定的，随机变量O落在此区间的概率为置信

概率，这与经典统计中随机区间（由随机子样确定）包含O的概率，在概念上不同。因此，Bayes 统

计的出发点是确定O的验后分布，由此作出O的统计推断。

对于正态总体 N（O，O2），如果O2 为已知，O作为未知参数，它是随机的，假定!（O）~ N（H，

12），这里H， 12 为O的验前均值和方差，它们由验前信息确定，可看作已知的常量。可知当获取了

子样 X 之后，O的验后密度为

!（OI X）~ N（H1，121）

其中

H1 = O2 / I
O2 / I + 12H+ 12

O2 / I + 12
 xI，

121 = O
2 12

O2 + I12
= - 1

IO- 2 + 1 - 2， xI为子样均值 .

记"为参数空间，C 为"的子集。如果

 
C
!（OI X）dO= P｛O C I X｝B1 -O

则 C 为O的置信域，1 -O为置信概率。C 有各种不同的选取方法。如对正态总体，

!（OI X）~ N（H1，121） N（HI（X），P
- 1
I ）

式中HI（X）=H1，PI = IO- 2 + 1 - 2。O的置信域为

C = HI（X）- ZO/2P
- 1
2I ，HI（X）+ ZO/2P

- 1
2( )I

其中 ZO/2是 N（0，1）的O / 2 分位数。PI 是已知的，因此置信区间的长度为 2ZO/2P
- 1
2 。

从 N（O，O2）取 i . i . d 子样（x1，⋯，xI），而（xI + 1，⋯，xI + m）为第二批抽得的子样，m 为子样容

量。记HI + m为联合子样下的样本均值，P
- 1
I + m为联合子样下的验后样本方差，此处PI + m =（ I + m）O- 2

+ 1 - 2。

于是按前面的置信估计，应有

P HI + m - ZO/2P
- 1
2I + m <O<HI + m + ZO/2P

- 1
2I +{ }m B1 -O V

V= 1 -O是所要求的置信概率。记S为要求的置信区间的长度，那么，

1）如果

ZO/2P
- 1
2I SS2

则有
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P  I x（l( )） - 2 < < I x（l( )） + { }2 3 

其中 I x（l( )） = I ，引入 x（l）（第一次抽样所获得的容量为 I 的子样）为了说明 I 是 x（l）的函数。

此时，终止试验；

2）如果

Z /2 
- l
2I > 2

此时再抽取第二个子样（xI + l，⋯，xI + m），此处 m 为使

Z /2 
- l
2I + m＄ 2

的最小正整数，即 m 为使

m34Z2
 /2
 ( ) 

2
-  ( )1

2
- I

的最小正整数。这样，就构成了双子样 Bayes 序贯估计方案。

将 Bayes 双子样序贯方法与经典方法比 较。在 同 样 的 置 信 水 平 下，经 典 区 间 估 计 的 长 度 为

2Z 
 
m +。 I

，而 Bayes 双子样估计的区间长度为

2Z /2 
- l
2I + m = 

/ I +。 m·2Z /2

l +  2

（I + m）。 1

<  
I +。 m

2Z /2

因此，Bayes 双子样序贯估计有较小的置信区间（在同样的 之下）。

3 依赖于 Bayes 序贯检验的序贯估计

将序贯检验的停止准则作为序贯估计的停止准则，这样，检验的决策作出之后，随之确定出参数

的估计。这种方法的好处在于不需另外给出序贯估计的停止准则。此外，检验与估计紧密结合，也符

合试验分析和鉴定的常规要求。

设有统计假设

H0 1 6 0。Hl 1 6 l

当 06 0， l6 l 时，有 0 < l，且 0U l = （参数空间）， 00 l = G（空集）。

对于 i . i . c 子样（xl，⋯，xI），作验后加权似然比

0I ∫=
 l
l

I

i = l
f xi \( )[ ] cF!（ ） ∫/

 0
l

I

i = l
f xi \( )[ ] cF!（ ）

其中 F!（ ）为 的验前分布函数，引入常数 A，B，0 < A < l < B。运用下列序贯检验法则：

（l）当 0I＄A，则终止试验，采纳假设 H0；

（2）当 0I3B，则终止试验，采纳假设 Hl；

（3）当 A < 0I < B，则不作决定，继续进行下一次试验。

这就是序贯验后加权检验（SPOT）。

A，B 可由下式确定［3］：

A =  !l

PH0
- !0

，B =
PHl -  l

 !0

.

式中

PH0 ∫=
 6 0

cF!（ ），PHl = l - PH0， !0 ∫=
 6 0
 （ ）cF!（ ）

此处 （ ）为 6 0 时，采纳 Hl 的概率（弃真的概率）：
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  l ∫=
 G 0
 （ ）cF!（ ）

此处 （ ）为 G l 时采纳 H0 的概率（采伪的概率）。具体实施上述方案时，按犯两类错误概率的容

许限，确定出 !0和 !l，由此计算 A，B，由此确定出具体的 SPOT 方案。

在进行序贯检验时，I 从 l 开始。

当进行到 I 次试验，计算 0I。如果 0I 满足准则中的（l）或（2），则结束试验，作出采纳或拒

绝 H0 的决定。此时作两方面的分析，一是关于检验作出风险分析；一是作出 的估值，记作 ̂I，

 ̂I = ̂I（（Xl，⋯，XI）；F!（ ））

并给出 ̂I 的精度（Var ̂I）或置信度分析。

如果 0I 满足（3），此时不作决定，而进行下一次试验。但为了以后分析的需要，同样作出 I 的

估值及其精度分析。当进行了下一次试验之后，计算 0I + l，验证条件（l）~（3），为此循序进行，直

到满足（l）或（2）时，终止试验。

在每次试验之后，均作出 的估计，为了方便，估计以递推形式出现。如 ̂I + l，常表示为

 ̂I + l = ̂I +" ̂I

或者其他递推形式。

N 截尾方案可给出如下：假如在 N - l 次试验之后仍未作出决策，那么，在第 N 次试验之后，

将继续试验区 ｛X：A < 0I < B｝分割为二个区域：

Dl =｛X：A < 0I＜C｝，D2 =｛X：B > 0I > C｝

当子样 X 落入 Dl 时，采纳 H0；而当 X 落入D2 时，采纳 Hl。这样，在 N 次试验之后必定终止试验，

且作出决策。此时，可以证明 N 截尾方案犯两类错误的概率 N， N 的上界可给出如下［3］：

 N <  0
+  N!0

其中" N!0 ∫=
 G 0

P ｛C < 0N < B I ， G 0｝cF!（ ）；

 N < !l +" N!l

其中" N l ∫=
 G l

P ｛A < 0N < C I ， G l｝cF!（ ）.

! 随机落点散布的序贯截尾检验和估计

随机落点偏差（纵向或横向）服从正态分布。这里以纵向偏差 X 的方差检验为例说明序贯截尾

检验和估计的联合运用。记 X ~ N（ ， 2），此处 为落点系统偏差，记 2 = D，引入统计假设

H0：D＜D0 = 2
0忖Hl：D > D0

 2
0 是要求达到的设计指标。令 0 = ｛D：D＜D0｝， l = ｛D：D > D0｝，D 的验前密度取作逆 Gam-

ma 分布，即

!（D）=
  00

 （ 0）
D -（ 0 + l）e-

a0
D ，D > 0

0， D＜
{

0
生g（d； 0， 0）

其中 0， 0 为常量，由验前信息确定。例如，有 X 的历史数据 X（0）
l ，⋯，X（0）

I0
，则 0， 0 可取

 0 =
l
2】

I0

i = l
（X（0）

i - X（0））2， 0 =
l
2（I0 - l）

式中  X（0）= l
I0】

I0

i = l
X（0）

i

记 X =（xl，⋯，xI）为纵向偏差落点子样，则［3］：
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0I =
K2BI（2OI / D0）

I - K2BI（2OI / D0）

式中， OI =O0 +
I
2 S2；BI =B0 +

I
2；S2 = 

I

i = I
（Xi -H）2 . K2BI（·）为 X22BI的分布函数。

按要求，确定O!0，B!I，计算出 PH0，PHI：

PH0 ∫=
D0

0
g（D；O0，B0）dD = I - K2B0（2O0 / D0），PHI = I - PH0

引入常数 A，B：

A = B!I
PH0 -O!0

，B =
PHI -B!I
O!0

于是有 SPOT方案：

I）当 0I A，终止试验，采纳 H0；
2）当 0I B，终止试验，采纳 HI；
3）当 A < 0I < B，不作决策，继续进行下一次试验。

为构造截尾方案，在 A，B 间嵌入 C（C 的选择按实际需要确定，见文［3］），于是可形成 N-截
尾方案，此方案犯两案错误概率的上界为

 ON!0
=OK0 +

OB00
P（B0

∫）

D0

0
KN

IB( )D - KN
IC( )[ ]D

·D -（B0 + I）e-
O0
D dD；

 BN!I
=B!I +

OB00
P（B0

∫）

 

0
KN

IC( )D - KN
IA( )[ ]D

·D -（B0 + I）e-
O0
D dD .

式中 IA =O20 K - I2BI
A

I +( )A - 2O0D[ ]
0

，IB，IC 只需将上式的 A 换作 B，C 即可。

上述积分计算，用数值方法进行。

在每次试验后，同时对 D进行估计。我们采用递推方法。为了使用方便，有关结果综合如下：

由 X ~ N（H，O2），H为未知，要对 D =O2 作估计，在试验之前，考虑验前信息。设有验前子样

（X（0）I ，⋯，X（0）I0
），如果除此信息之外，无其他验前信息可利用，则按 Jeffrey准则，假定"，D的验前分

布为!（H，D）O
I
D，而!（H，D I X（0））Of（H I D）g（D；O0，B0），其中 f（H I D）= N  X（0），

D
I( )
0

。

g（D；O0，B0）为逆 Gamma分布密度，O0，B0 由 X（0）确定，已如前述。此时，D 的验前估计为

D（0）= O0
B0 - I

= I
I0 - 3 

I0

i = I
（X（0）i - X（0））2

在第一次试验时，（H，D）的验前密度就是正态一逆 Gamma分布密度函数，即

N  X（0），( )D
I ·g（D；O0，B0）

当第一次试验之后，获得纵向落点偏差 X（I）I 。此时，在上述验前分布之下，可以作出 D 的 Bayes
估计。常常有这种情况：武器系统的试验往往是进行批次试验，每一批次可进行若干次试验。因此，

要去给出不同批次试验之下，D 的 Bayes估计。为此，将上述第一次试验改作第一批试验。在第一批

试验之后，获得纵向落点偏差子样 X（I）=（X（I）I ，⋯，X（I）II
），于是可算得 D 在 X（I）之下的验后期望，

即 D 在第一批次试验之后 D 的 Bayes估计，它为

D̂I =
OI
BI - I

式中

OI =O0 +
II
2（S（I））2 + I2

II（ X（I）- X（0））

II·
I
I0
+ I

，BI =B0 +
II
2 =

I0 + II - I
2 .
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一般地，关于 D 的 Bayes 估计的递推公式为

D̂k =
!k

"k - 1
式中!k，"k 由递推公式计算：

!k =!k - 1 +!!k，"k ="k - 1 +!"k k = 1，⋯，N，N 为 截 尾 试 验 批 数。!!k =
nk
2（ S（ k））2 +

nk（!X（k）-!X（ k - 1））2

nk#k - 1 + 1 ，!"k =
nk
2 ；

式中

#k =
1
nk

，（S（ k））2 = 1
nk"

nk

i = 1
（X（ k）

i -!X（ k））2，!X（k）= 1
nk"

nk

i = 1
X（ k）

i

可知 D̂k 的验后方差为

E D - D̂( )k 2 I X（ k[ ]） = !2
k

（"k - 1）2（"k - 2）

上述递推公式就是配合 Bayes 序贯截尾检验所作的 Bayes 递推估计方法。

示例具有特殊性，但上述思想方法具有普遍性，可以运用于其他分布参数的 Bayes 序贯检验和

估计。
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