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伪谱法模拟各向异性 / 非均匀介质中弹性波的传播!

张光莹，曾新吾
（国防科技大学理学院，湖南 长沙 410073）

摘 要：数值模拟一直是研究弹性波在复杂介质中传播问题的有效手段之一。各向异性问题和非均匀

问题日益引起关注。伪谱法是近年来发展较快、建立在弹性波动方程基础上的一种数值模拟方法。它的主

要特征是将波动方程中的空间微分变换成频域中的乘法运算，从而只需要较少的空间格点就可以得到较高

的计算精度。介绍了伪谱法及其稳定性条件；编制了一个适合于小型工作站或者 PC 机的模拟地震波在二

维各向异性均匀 /非均匀介质中传播的数值模拟程序，模拟了各向异性 /非均匀介质中弹性波传播理论，分

析了裂纹以及各向异性界面对波传播的影响。
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Numerical Modeling of Elastic Waves Propagating in the Anisotropic /
Heterogeneous Media by the Pseudo-spectral Method

ZHANG Guang-ying，ZENG Xin-wu
（CoIIege of Science，NationaI Univ. of Defense TechnoIogy，Changsha 410073，China）

Abstract：NumericaI modeIing has Iong been recognized to be a powerfuI method of studying the wave propagation in media with
compIicated structures. More interests are aroused in the anisotropic probIem and heterogeneous probIem. The Pseudo-SpectraI Method

（PSM），with which gIobaI spatiaI derivatives are computed by muItipIication in Fourier domain，is a new numericaI modeIing method
based on the eIastic wave eguation deveIoped in recent years. The main advantage of PSM is that it reguires a reIativeIy smaII number of
grid points to achieve a specified accuracy. The PSM and its stabiIity are presented. A 2-D PSM code based on workstation or PC is de-
veIoped to modeI the 2-D eIastic waves propagation in anisotropic / heterogeneous media.
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数值模拟是研究复杂介质中的波动问题的有效手段之一。长期以来，地震数据的数值模拟一直是

提高对复杂介质中的波传播和相互作用研究的有力工具，并且是一种很有效的解释工具。为了模拟地

震波传播 问 题，提 出 了 很 多 的 理 论，例 如 MasIov 理 论、有 限 差 分 方 法、Born 近 似、复 层 近 似、

Kirchhoff-HeImhoItz积分、边界积分方程、边界元方法等。

伪谱法［1，2］是 20 世纪 70 年代被提出、并于 80 年代被引入地震学、近年来得到广泛应用的一种较

先进的数值模拟方法。它具有高精度、节省计算时间、节省存储空间以及对计算区域内介质性质变化

不用作特别处理等优点。适用于具有高速 CPU 和低速 I / O 以及较小存储空间的计算机。

1 基本理论

1.1 伪谱法简介［3］

在 Cartesian 坐标系下，忽略体力时，线弹性波动方程为：
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i， j，k， l = 1，2，3 （1）
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其中 t 为时间，Ui为 xi方向上的位移分量， cijIl为介质的弹性常数，对于完全各向异性介质其独立参

数为 21 个，此处应用了 Einstein 求和约定。

用伪谱法解方程（1）时，（1）式的右边采用统一的空间格点来离散，然后用傅立叶变换计算空

间微分。对于位移分量 a（x）（ = Ui，i = 1，2，3）的空间微分可以表示为：

!a（I·"x）
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Nx
!
Nx - 1

I = 0

2#iI
Nx

a"（I）exp i·2#·I·I
N( )[ ]

x
（2）

其中"x 为空间格点步长，Nx 是沿 x 方向划分的格点数， a（x）= a（ I·"x ）， x = xi（ i = 1，2，3），

以及

a"（I）=!
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I = 0
a（I·"x）exp - i·2!·I·I

N( )[ ]
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时间微分采用二阶有限差分：

a·（ t +"t / 2）= a·（ t -"t / 2）+"t a（ t）

a（ t +"t）= a（ t）+"t·a·（ t -"t / 2）+"t2· a（ t{ ）
（3）

其中a·和  a 分别代表 a（x， t）的一阶和二阶的时间差分，并且满足初始条件：

 a（ t）= a·（ t）= a（ t）= 0 （ t#0）

a·（"t / 2）= a·（ -"t / 2）+"t a（0）= 0 （ t#0）

为了消除边界的反射，我们应用了吸收边界条件来模拟波在无限弹性空间中的传播，边界吸收函

数定义如下：

w =

exp｛-［"（6 - x1］2｝， for x1 < 6，or x1 > Lx1 - 6

exp｛-［"（6 - x3］2｝， for x3 < 6，or x3 > Lx3 - 6
1，

{
eisewhere

（4）

其中"是吸收系数，6 是开始吸收的宽度，Lx1和 Lx3分别是是 x1 和 x3 方向的模型的尺度，本文中分别取

为 0.025、17、128、128。

（b）Cagniard-de~oop 方法模拟的结果（a）用伪谱法模拟的结果

图 1 伪谱法和 Cagniard-de~oop 方法处理平面模型的波形结果比较

Fig.1 Waves profiies using Pseudo-spectrai Method and Cagniard-de~oop Method for piane modei

图 1 中给出文献［4］中的用伪谱法和 Cagniard-de~oop 方法（一种解析方法）处理平面模型时的结果

比较，图 1 可说明伪谱法是一种具有高精度的数值解方法，模拟的具体参数参见文献［4］。

!"# 伪谱法的稳定性条件

用伪谱法解方程（1）时，对空间和时间都进行了离散化，这种离散化必然导致计算误差，误差主要来

源于两个方面，一个是离散空间产生的误差，就是在离散的空间中表示函数；另一个是时间微分造成的

误差。如果这些误差随着时间的递推而增加，则会导致解的不稳定性。研究表明伪谱法数值模拟的稳

定性条件可表示为［5］：

"= Vd t / dx < A
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其中 V 是波速，c t 是计算时的时间步长，A 是计算是的空间步长，是稳定性条件的上限值。因为纵波的

速度大于横波的速度，所以纵波速度决定了稳定条件的上限值。对于均匀介质，当!= Vpc t / cx < 2 /! "
时，产生的误差可以忽略。在非均匀介质中，当!= Vmaxc t / cx < 0.2（其中 Vmax是格点中的最大波速）时，

产生的误差可以忽略。值得注意的是，在非均匀介质中，稳定性条件使用的范围是材料的波速和密度变

化不太大，比如地质材料的波速和密度的变化在上述范围内。

! 算例及讨论

!"# 计算条件

本文采用如下源函数来模拟二维爆炸点源，源函数的三个位移分量为：

U1（x1，x3，t）= g1（x1，x3）f（ t）

U2（x1，x3，t）= 0
U3（x1，x3，t）= g3（x1，x3）f（ t

{
）

（5）

其中

gi（x1，x3）=（xi - xiS）exp｛- a［（x1 - x1S）2 +（x3 - x3S）2］｝ i = 1，3
f（ t）=（ t - t0）exp｛-!（ t - t0）2｝

图 2 介质结构图（角上部分的坐标

在 G1G'2（x1 = 37）线上记录波

形图，点源位置（64，64））

Fig.2 Structure Of mecia

xiS是点源的中心点坐标。取 t0 = 0.15s，! = 1500， a = 0.1，

空间步长为 50m，时间步长为 0.001s。
计算空间结构如图 2 所示，空间格点数取为 128 X 128，

点源位置（64，64），在 x1S = x3S = 64，在 G1G'1（ x3 = 37）、

G2G'2（x1 = 37）线上记录波形图。本文采用的是文献［6］

给出的无裂缝岩石的弹性常数，见表 1。采用文献［7］中模

型一来计算含裂缝岩石的弹性常数。选择裂缝平行排列，其

法向 I = （1，0，0）T，并且裂缝关于 I 轴对称。裂缝表面有

圆币形的细小、孤立裂纹，裂纹密度 0.1，裂纹半径 5m，纵

横比 0.0001。裂缝是干裂缝，空气的拉梅常数取为"' = 0，

#' = 0，利用文献［7］中的公式可计算得到本文所用的含裂

缝岩石的弹性常数，如表 1 所示。

表 # 岩石的材料常数（单位：Gpa，未列出的弹性常数为 0）

Tab.1 Eiastic cOnstants Of rOck

材 料 c11 = c22 c33 c44 = c55 c66 c12 = c21 c23 = c32 c13 = c31

无裂缝岩石（各向同性） 87.464 87.464 29.161 29.161 29.142 29.142 29.142

含排列裂缝岩石（各向异性） 33.013 81.419 29.161 17.907 10.999 23.097 10.999

!"! 计算结果及讨论

本文给出了弹性波在均匀无裂缝岩石（各向同性）和均匀含裂缝岩石（各向异性）和非均匀介质

（角上是含平行排列裂缝岩石，其他部分为无裂缝岩石）中传播的数值模拟结果。图 3、4、6 是二维

瞬态图，图 5、7 是选定空间位置的波形图。

2.2.1 弹性波在无裂纹岩石中传播

图 3 是爆炸点源产生的纯纵波在无裂缝岩石中传播过程中 500ms 时刻的二维瞬态图以及相应的矢

量图。由图可以看出，各向同性介质中的波速与方向无关，得到的波传播图像是一个圆。各个位移在

某方向的缺口是由源函数造成的。

2.2.2 弹性波在各向异性均匀介质中传播

图 4 是爆炸点源产生的波在含均布平行裂缝干裂纹岩石中传播过程中 500ms 时刻的二维瞬态图。
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（a）位移分量 !l （b）位移分量 !3 （c）相应的矢量图 ! = !!l + "!3

图 3 波在无裂缝岩石中传播的二维瞬态图和矢量图（500ms）
Fig.3 Wave fieid snapshots and vector-graph for waves propagation in rock without fractures at 500ms

（a）位移分量 !l （b）位移分量 !3

图 4 波在含均布平行干裂缝的岩石中传播的二维

瞬态图（500ms）
Fig.4 Wave fieid snapshots for waves propagation in ho-

mogeneous rock with dry fractures at 500ms

从图中看出，裂缝的存在使得介质表现出各向异性

特征，波形发生了转换，两个位移分量上都产生了

横波。与图 3 比较可以看出，裂缝法向上纵波波速下

降，而垂直方向上，即裂纹排列方向上纵波波速几

乎没有变化。图 5 是在两个指定位置 "l"#l（ $3 =
37，对应图（a）、 （b））、 "2"#2（ $l = 37，对应图

（c）、（d））处记录的波形图。图中明确表明，纵波有

一部分转化成了横波；还可以观察到，在排列裂缝

的法线方向传播的波散射明显，纵波和横波波速相

差也较小。

2.2.3 弹性波在非均匀介质中传播

图 6 是波在非均匀介质（角上是含平行排列裂缝

图 5 波在含裂缝的岩石中传播波形图

Fig.5 Dispiacement time section for waves propagation in
homogeneous rock with dry fractures

岩石，其他部分为无裂缝岩石）中传播的一系列时

刻的二维瞬态图，这些图清楚地给出了由界面导致

的散射波的发展。在界面上产生了反射波、透射波

且发生了波形转换，并且由于裂缝的方向性排列，

在两个位移分量方向上产生的散射波不同。

图 6 的缺点是不能明确表示波形的转换，我们

在图 7 中给出了选定位置 "l"#l（ $3 = 37，对应图

（a）、（b））、"2"#2（$l = 37，对应图（c）、（d））处

的波形迹线图。为了讨论方便，先定义符号如下：

RP———反射纵波，RS———反射横波，TP———透射纵

波，TS———透射横波。对于在 "l"l#上位移分量 !3，

没有 RP 波产生。对于在 "2"2#上的位移分量 !l，没

有 RP 波产生，只有 RS 波，并且 TS、TP 同时存在，

可以看出 TP 的折射以及转换为 TS 波的幅度也相当

大。对于在 "2"2#上的位移分量 !l，也是只有 RS 波

以及 TS、TP 波，并且 TS、TP 波发于同一点，说明

了在界面处产生了次级 TS、TP 波，当其在各向异

性介质中传播时不再发生波型的转换。
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图 6 波在非均匀介质中传播的二维瞬态图（300ms，500ms，700ms）
Fig.6 Wave fieId snapshots for waves propagation in heterogeoue rock at 300ms，500ms and 700ms

图 7 波在非均匀介质中传播的波形图

Fig.7 DispIacement time section for waves propagation in hetero-
geneous rock

! 结论

（1）具有方向性的排列裂缝的存在使介质

呈各向异性，使各向同性爆炸点源在裂纹岩石

中产生了纵波和横波，在裂缝的法线方向上波

的衰 减 和 散 射 效 果 比 裂 缝 排 列 方 向 的 效 果

明显。

（2）介质中各向异性界面的存在使得在不

同方向的界面上产生的 RP、RS 波不同。在垂

直于裂缝法线方向的界面上产生了 RP、RS 以

及 TP、TS，并且透射波的散射程度较大；在

平行于裂缝法线方向的界面上没有反射纵波，

并且透射波的成分也比较简单，散射程度也

较小。
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