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经马氏修正的 Poisson 过程的极大似然估计!

王春玲，李 兵，葛正坤
（国防科技大学理学院，湖南 长沙 410073）

摘 要：近年来，隐马氏模型成为研究相依随机变量的一个十分有用的工具。实际应用过程中的一个

很重要的问题是如何对隐马氏模型的参数进行估计。将一类连续时间隐马氏模型的问题转化为离散时间隐

马氏模型的问题，给出了具体的隐马氏模型———经马氏修正的 Poisson 过程的极大似然估计及其算法。此类

过程被广泛用来对复杂电信网络的交通流进行建模。
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A Maximum Likelihood Estimation
for Markov-modulated Poisson Processes
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Abstract：During the iast decade，Hidden Markov Modeis（HMMs）have become a widespread tooi for modeiing seguence of de-
pendent variabies. Parameter estimation of HMMs is most important in actuai appiication. By changing continued-time HMMs into dis-
crete-time HMMs，we consider maximum iikeiihood estimation for a speciai HMMs which is caiied Markov-moduiated Poisson processes.
Such processes have been proposed for modeiing traffic streams in compiex teiecommunication networks.
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HMM 是一种简单的数学模型，它的包容性大，内涵广。它也是一种不完全数据的统计模型。这

种模型在应用中的弹性很大，因而有很大的适应性。Baum 和 Petrie 最先在 ｛Yk｝取值于有限集合的

情况下对 HMMs 进行研究。近年来许多文献讨论了有关离散时间的 HMM 的具体问题，而有关连续时

间 HMM 的文献不是很多。我们将一类连续时间隐马氏模型的问题转化为离散时间隐马氏模型的问

题，给出了具体的隐马氏模型———经马氏修正的 Poisson 过程的极大似然估计及其算法。此类模型被

广泛用来研究复杂通信网络的通信流模型建模。

1 背景

隐马氏模型（HMM）｛Xk，Yk｝是一满足下列条件的离散时间的随机过程：

（1）｛Xk｝是一有限状态的马氏链；

（2）在 ｛Xk｝的条件下，｛Yk｝是条件独立的随机过程，Yk 的条件分布只依赖于 Xk。

令 ｛Xz｝是一连续时间状态取值于空间 S =（1，⋯，K）的马氏过程，且有无穷小转移概率矩阵

O =｛gij｝。令!=（!1，⋯，!K）（其中!i"0，为记号方便我们也记!i =!（ i），i = 1，2，⋯，K），｛N（ z）｝为

非齐次 Poisson 过程，有随机强度函数｛!（X（ z））｝，即给定｛!（ X（ z））｝，｛N（ z）｝为条件独立增量且

N（ z + s）- N（ z）是均值为#
z + s
z !（X（U））dU 的 Poisson 分布，这样的过程称为经马氏修正的 Poisson 过程

（Markov-moduiated Poisson processes）。模型参数是 O，!。
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为了与离散时间的隐马氏模型联系起来，令 0 = 0，  为｛N（ t）｝中第  个事件发生的时刻，Y =
  -  - 1且 X = X（  ），则不妨认为｛（X ，Y ）｝为隐马氏链模型（事实上，给定｛X ｝时 YI 的分布可能依

赖 XI - 1和 XI，此时用｛X* ｝=｛（X - 1，X ）｝代替｛X ｝，则｛（X* ，Y ）｝是隐马氏模型）。令参数

0 =（ 1， 2，⋯， K，g11，⋯，g1K，⋯，gK1，⋯，gKK）

m = 1，2，⋯，K
本文讨论的 ｛Xt｝是状态 i 全为逗留态（即 0 < gi <  ， gi = - gii），轨道右连续的马氏过程。

由文献［1］可知，｛Xt｝几乎全部轨道是阶梯函数，在每个跳点上，由 m 出发的条件下，跳到  去

的概率为 gm / gm。不妨假设时刻 ti 也为过程 ｛Xt｝的跳点，且 ｛Xt｝在 i 和 i - 1之间没有跳点。在

没有特别指明的情况下，下面出现的 0 及 gi 与本段中的意义一样。因为 ｛Xt｝为轨道右连续，所以

其转移概率矩阵 P（ t）为标准的［2］，即lim
t～0

P（ t） = I， I 是单位阵。

引理［2］ 对有限状态马氏过程，若其转移阵为 P 标准，则它的 0—矩阵保守。

注：0—矩阵保守指的是】
j一 i

gij = gi <  。

定理 ! 设 X = ｛Xt； t6R +｝是 0 保守的，无吸收态的轨道右连续的马氏链。令

 0 = 0与  = inf ｛t >  - 1；Xt一X  - 1
｝

再令  I = X I

则 I = X I
是马氏链（称为 X 的嵌入链），而且它的转移概率矩阵是

P =（pij） =（（1 - ij） gij / gi）

其中 ij =
1 i = j
0 i一{ j

，0 =（gij）是 X = ｛Xt； t6R +｝的 0—矩阵。

证明略［2］。

定理 "［2］ 设马氏链 X = ｛Xt； t6R +｝的轨道右连续（也就是P（ ：lim
t～S

xt（ ）= xS（ ），VS）=

1），且 0＜gi <  ，则有 P（ > t I X0 = i）= e- git（｛Xt｝在状态 i 的逗留时间 服从指数分布）。

证明略。

根据定理 2可知 i = （ i）。gi = - gii（1＜ i＜K），这样原参数组

0 =（ 1， 2，⋯， K，g11，⋯，g1K，⋯，gK1，⋯，gKK）

中的 1，⋯， K 可省去为 0 =（g11，⋯，g1K，⋯，gK1，⋯，gKK）。

由文献［1］可知，在给定 X 的条件下 Y 的密度函数为：

P（YI = yI I x（ I））= （x（ I））exp｛- （x（ I））yI｝

且知在给定｛X ｝
K
 = 1的条件下，｛Y ｝

K
 = 1的样本函数密度为：

P（Y = y I X = x，0）=I
I

i = 1
 （x（ i）exp｛- （x（ i））yi｝

设 x =（x i
，⋯，x K

），y =（y1，⋯，yK），按 HMCM的意义，易知，

P（X = x I 0）=!x
 1
px
 1

x
 2

⋯px
 I - 1

x
 I

P（Y = y I X = x，0）=I
I

i = 1
 （x（ i））exp｛- （x（ i））yi｝

L（Y = y I 0）= P（Y = y I 0）=】
x
!x
 1
I

I

i = 2
 （x（ i）px

 i - 1
x
 i

）exp｛- （x（ i））yi｝

由引理［2］及定理 1知：px
 i - 1

x
 i
= P（X i

= x i
I X i - 1

= x i - 1
）=（1 - x

 i - 1
x
 i

）gx
 i - 1

x
 i
/ gx

 i
，x i6S，

!x
 1
垒（p（X 1 = x 1））。

" 新模型与原模型的关系

原模型中的问题是根据观测序列 ｛N（ t）｝估计隐藏的时间连续的序列 ｛Xt｝，本文假设 ｛Xt｝
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是一轨道右连续的过程，其几乎全部轨道是阶梯函数。在新模型中估计的是 ｛XI｝的跳点处的状态，

由此可以估计出过程 ｛XI｝。

! 参数估计

根据似然估计的原则用归纳重估计的方法来得到一个较好的有效估计。实现它的主要程序是：首

先给定一个初始参数 o 且读入样本的观测序列 y = ｛yl，⋯， yN｝，在此基础上得到新参数 o'，使得

L（ Y = y \ o'）!L（ Y = y \ o），当且仅当 o 为 L 的临界点时等号成立；再在当前参数下重新估计参

数，如此循环直至满足某个特殊的收敛条件为止。本文中模型的观测样本是过程 N（ I）点事件的发

生时间。利用将观测序列分为容量固定且为 N 的样本组，将这些样本组看做是独立的，然后利用这

些样本组来对参数进行修正。本文中的 N 是固定的正整数。

重估计方法可以付诸实施的原因是可以用前向或后向递推公式来计算 L。

令 !k（ i）= P（ Yl = yl，Y2 = y2，⋯，Yk = yk，X"k
= i \ o）

!k + l（ i）= P（ Yl = yl，Y2 = y2，⋯，Yk + l = yk + l，X"k + l
= i \ o）

="
 

P（ Yl = yl，Y2 = y2，⋯，Yk + l = yk + l，X"k
=  ，X"k + l

= i \ o）

="
 
!k（  ）a i6i（ yk + l）

#k（ i）= P（ Yk + l = yk + l，Yk + 2 = yk + 2，⋯，YI = yI \ X"k
= i，o）

#k（ i）="
 

P（ Yk + l = yk + l，Yk + 2 = yk + 2，⋯，YI = yI，X"k + l
=  \ X"k

= i，o）

="
 #k + l（  ）ai 6 （ yk + l）

其中 6 （ yk + l）= P（ Yk + l = yk + l \ Xk + l =  ），下文出现与此类似的符号不再一一解释。

前向算法：

（l）初始化： !l（ i）=!i6i（ yl） i = l，2，⋯，K

（2）迭代： !k + l（ i）="
K

i = l
!k（  ）a i6i（ yk + l） l# i#K，k = l，2，⋯，I （l）

（3）结果： L（ Y = y \ o）="
K

i = l
!I（ i）

后向算法：

（l）设置终值： #N（ i）= l

（2）用递推公式： #I（ i）="
 #I + l（  ）ai 6 yI + l

（2）

（3）得结论： P（ Y = y \ o）="
i#l（ i）!i6iyl

下面描述的参数重估计是以!k（  ），#k（  ），（  = l，⋯，K；k = l，⋯，N）为变量的简单函数。令

0（ o，o'）="
x

P（ x，y \ o）Iog（ P（ x，y \ o'）），此式中 o 是一常数，o'是变量。其中

o' =（ fll'，⋯，flK'，⋯，fKl'，⋯，fKK'）

下文出现的与此类似的符号意义与此雷同。

容易验证

0（ o，o'）- 0（ o'，o）

="
x

P（ x，y \ o）Iog P（ x，y \ o'）
P（ x，y \ o）

#"
x

P（ x，y \ o）
P（ x，y \ o'）
P（ x，y \ o）( )- l

= P（ y \ o'）- P（ y \ o）

因此，由 0（ o，o'）!0（ o，o），可以得到 P（ y \ o'）!P（ y \ o）。以上事实说明，如果给定参数 o，找出使

92王春玲等：经马氏修正的 Poisson 过程的极大似然估计



0（o，o'）> 0（ o，o）的参数 o'，就有 P（ y \ o'）> P（ y \ o），即找到了更符合样本的参数，从而将对

P（y \ o'）的优化问题转化为对 0（o，o'）关于 o'的约束优化问题。

对于本文中的模型，

P（x，y \ o'）=!'（x!1
） 

N

i = 2
p'x
!i - 1

x
!i
J'x!i

（yi）

logP（x，y \ o'）= log!'（x!1
）+ 

N

i = 2
（logp'x

!i - 1
x
!i
+ logJ'x!i

（yi））

= log!'（x!1
）+ 

I

i = 2
（logp'x

!i - 1
x
!i
+ log"'（x（!i））-（"'（x（!i））yi））

0（o，o'）= 
x
P（x，y \ o）｛log!'（x!1

）+ 
N

i = 2
（logp'x

!i - 1
x
!i
+ log"'（x（!i））-（"'（x（!i））yi））｝

= 
x
P（x，y \ o）｛log!'（x!1

）+ 
N

i = 2
（logg'x

!i - 1
x
!i
/ g'x

!i - 1
）+ logg'x（!i）

- g'x（!i）
yi）｝

我们对 0（o，o'）作为 o'的函数定义参数重估计，o 为目前最新估计。由于下面的定理，用此方法

获得的重估计序列是单调上升的直到"是似然函数的一个临界点。

定理 ! 参数 o 是似然函数 P（Y \ o）的临界点的充分条件是目前的参数 o 与参数重估计过程中新

的参数 o'相同。

证明：若 o 是似然函数 P（Y \ o）的临界点的定义为 oP（Y \ o））= 0， o 表示梯度向量，而且下式成

立，

 oP（Y \ o）= o 
x
P（Y，X = x \ o）

= 
x
 oP（Y，X = x \ o）

= 
x
P（Y，X = x \ o） o logP（Y，X = x \ o）

= o'0（o，o'）\ o' = o

即， oP（Y \ o）= 0 当且仅当 o'0（o，o'）\ o' = o = 0。

我们对 0（o，o'）作为 o'的函数定义参数重估计，o 为目前最新估计。由上面的定理 2 知，用下述方

法获得的重估计序列是单调上升的直到 o 是似然函数的一个临界点。由定理 1 知： 
I m

（ g'mI / g'm）= 1，

此式在 Lagrange 乘子法中用到。

下面我们具体地给出重估计的公式：

（i）通过下面的公式求解 g'mI / g'm（m，I = 1，⋯，K，m I）

0 =  
 （g'mI / g'm）

0（o，o'）-#  
I m

（g'mI / g'm）( ){ }- 1 （ ）

当 I m 时，（ ）式为

0 = 
x
P（Y，X = x \ o） 

i ImI（ x）

1
（g'mI / g'm）

-# （3）

其中，#是 Lagrange 乘子且 ImI（x）是集合｛i：x!i - 1
= m，x!i

= I｝。

将（3）式中被加数的次序改变就得到下式，

（1 /（g'mI / g'm）） 
N

i = 1
 

x XmI（ i）

P（Y，X = x \ o）-#/ g'm = 0 （4）

其中，XmI（ i，$）=｛x =（x!1
（$），⋯，x!N

（$））：x!i - 1
= m，x!i

= I｝，它是时刻 Ii - 1状态为 m 且时刻 Ii 状态

为 I 的路径的集合。可以将（4）式简化为：

（1 /（g'mI / g'm）） 
N

i = 1
P（Y，x!i - 1

= m，x!i
= I）-#= 0 （5）
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在（5）式的两边同乘以 g'mk / g'm，然后在所有不等于 m 的 k 处求和得到下式，

!=】
N

i = 1
P（Y，x"i - 1

= m \ G） （6）

则由（6）式可得

!=】
N

i = 1
P（Y，x"i - 1

= m \ G）=】
I

i = 1
#"i - 1

（m）$"i - 1
（m） （7）

将（7）式代入（5）式得

g'mk / g'm =!- 1】
N

i = 1
P（Y，x"i - 1

= m，x"i
= k） （8）

（ii）g'm，m = 1，⋯，K 为下式的解

O =a0（G，G'）
ag'm

=】
x
P（Y，X = x \ G）】

iG Im（ x）

1
g'm

- y{ }i （9）

其中，Im（x）=｛i：x"i
= m｝。改变和式中被加数的次序可将（9）式简化为下式：

O = 1
g'm】

N

i = 1
】

xGXm（ i）
P（Y，X = x \ G）-】

N

i = 1
yi 】

xGXm（ i）
P（Y，X = x \ G） （1O）

rO = 1
g'm】

N

i = 1
P（Y，x"i

= m \ G）-】
N

i = 1
yiP（Y，x"i

= m \ G）

其中，Xm（ i）=｛x：x"i
= m｝，它是在时刻"i - 1状态为 m 的路径的集合。由此可得，

g'm = 】
N

i = 1
yiP（Y，x"1

= m \ G））- 1】
N

i = 1
P（Y，X"1

= m \( )G （11）

其中，P（Y，X"i
= m \ G）=#i（m）$i（m）。

到此为止，在重估计程序中根据目前参数 gm，m = 1，⋯，K 及 gmk / gm 给出了 g'm，m = 1，⋯，K 和

g'mk / g'm。由此可以根据目前 G 参数组给出新的参数组 G'。

! 小结

由上可知，重估计可由以下几个步骤来完成，其中可得到的信息是观测量 Y，G'为最新估计。

（1）对于 i = 1，⋯，N，m = 1，⋯，K，#i（m）用前向递推公式（1）式来计算且将其储存在 N
X K 维向量组中。

（2）对于 i = 1，⋯，N，m = 1，⋯，K，$i（m）用后向递推公式（2）式来计算。

（3）g'm，g'mk / g'm（m一 k，m = 1，2，⋯，K）的值分别由（11）和（8）式累积得到。为了便

利起见，$i（m），m = 1，⋯，K 的 K 个值储存到后向递推公式的下一步中。

（4）重复进行上述步骤，直到满足某一收敛条件为止。
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