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多群体合作型协进化方法的数学建模及分析!

薛宏涛，沈林成，常文森

（国防科技大学机电工程与自动化学院，湖南 长沙 410073）

摘 要：采用传统单群体 GA 中模式复制方程的分析方法，对一种多群体合作型协进化方法建模并进行

数学分析，对于目前尚未解决的协进化过程中的关键问题，包括个体适应度的评价方法、群体间合作的回报

信贷分配以及由此影响到群体中个体的增长规律等在理论方面进行分析。最后表明，数学建模与分析的结果

与 Potter 的实验结论相吻合。
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Abstract：Make a mathematicai modei for a muiti-popuiation cooperative co-evoiution method and anaiyze it，using the idea of pat-
tern repiicator eguation in one popuiation genetic aigorithm. For some unsoived key probiems in co-evoiution，such as the evaiuation
method for the individuai，credit assignment for the cooperation among popuiations and the resuiting individuai iaw increase in popuia-
tion，anaiyze them theoreticaiiy. Finaiiy，show that the resuit of the mathematicai anaiysis is consistent with Potter s experiment resuit.
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为了克服传统进化算法的不足，解决一类更为广泛的机器学习、共同适应以及多智能体间的协调

问题［1］，人们模仿自然界中多个物种之间协同进化的机制，提出了协进化计算的思想［2］。目前对于协

进化算法的研究主要集中在根据群体中个体间交互方式设计和实现不同的协进化方法并评估它们的效

率等方面，对协进化方法的理论分析较少，尤其是对协进化过程中的关键问题，如个体适应度的评价

方法、群体合作或竞争的回报信贷分配以及由此影响到群体中个体的增长规律等方面。本文将采用在

传统单群体 GA 中模式复制方程的分析方法，对一种多群体合作型协进化算法建模并进行数学分析，

最后表明，数学建模与分析的结果与 Potter 进行的实验结论相吻合。

1 多群体合作型协进化方法

多群体合作型协进化算法中存在多个进化群体［3］，每个群体都按照传统 GA 进化，整个协进化方

法的结构流程与传统单群体 GA 算法相似，如图 1 所示。

该方法的关键在于在对个体进行适应度评价时，加入对群体间交互协调的处理。对那些有利于群

体间协调的个体赋予较高的适应度，而不利的则赋予较低的适应度，这样各个群体就会向着有利于相

互协调适应的方向进化，从而产生协调行为。具体的处理方法如图 2 所示。
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gen = 0；

对于每个群体 S，进行如下操作：

对群体进行随机初始化操作；

计算初始群体中每个个体的适应度；

结束

直到满足终止条件之前，进行如下操作：

gen = gen + l；

对每个群体 S，进行如下操作：

基于适应度值从上一代群体中选取新一代群体；

将遗传算子（交叉、变异）应用到群体的个体中；

对群体的每个个体，评价其适应度；

结束

图 l 多群体合作型协进化方法

Fig.l Muiti-popuiation cooperative co-evoiution method

从其他群体中选择代表个体；

对于群体 S 中的每个需要评价的个体 i，进行如下操作：

将个体 i 与从其他群体中选出的代表个体组合形成协作行为；

通过将这种协作行为应用到目标问题而评价其适应度；

对个体 i 赋予协作的适应度；

图 2 个体适应度的评价方法

Fig.2 Evaiuation method of individuai fittness

! 单群体 GA 的模式复制方程

如果将群体中每种不同类型的个体对应着不同的信息模式，那么对信息模式增长变化规律的探讨

就能体现群体进化的规律。在研究模式的增长变化规律时，可以先不考虑交叉、变异算子，只考虑复

制算子对于群体中的各个信息模式增长变化的影响情况，这就得到模式复制方程［4］。在后面可以看

到，著名的模式定理可以视为模式复制方程在考虑了交叉的变异算子时的特殊情况。

为了便于分析，不妨对群体进行如下假定：

（l）假定群体中有 n 种信息模式，设为 li， i6［l，n］；

（2）群体中每种信息模式 li 的个数数目为 xi，xi30；

（3）信息模式 li 在群体中所占的比例为 pi，0＄pi＄l，这里，

pi =
xi

Z
n

j = l

xj

rxi = piZ
n

j = l
xj （l）

（4）信息模式 li 的相对增长率为!i，这里，

!i =
xi（ t + l）

xi（ t）rxi（ t + l）=!ixi（ t） （2）

（2）式即为单群体 GA 信息模式的模式复制方程。

将（l）式代入（2）式，并累加，可得：

Z
n

i = l
xi（ t + l）=Z

n

i = l
!ixi（ t）=Z

n

i = l
!ipi（ t）Z

n

j = l
xj（ t） （3）

结合（l）、（3）两式，可得：
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pi（ t + l）=
xi（ t + l）

!
I

 = l

x （ t + l）

= !ixi（ t）

!
I

 = l
! p （ t）!

I

I = l

xI（ t）
= !i

!
I

 = l
! p （ t）

·
xi（ t）

!
I

I = l

xI（ t）

因此， pi（ t + l）= !ipi（ t）

!
I

 = l
! pi（ t）

（4）

这就是单个群体中信息模式 Ii 所占比例 pi 的增长公式。在这里，模式的相对增长率!i 实际上就

相当于该模式的适应度。

考虑了交叉和变异因素的模式定理如下式：

xi（ t + l）"xi（ t）
f（ Ii）
f l - pc

"（ Ii）
l - l - O（ Ii）p( )m （5）

其中， l 是模式串的长度，O（ Ii）是模式 Ii 中的固定位数目，"（ Ii）是模式 Ii 的定义长度，pc 是交

叉规律，pm 是变异概率， f（ Ii）是模式 Ii 的适应度， f 是整个群体的平均适应度，并且：

f =
!
I

i = l
xi f（ Ii）

!
I

 = l
x 

对比（2）式可见，模式定理可以视为考虑了交叉和变异算子时模式复制方程的特殊形式，此时，

!i =#·
f（ Ii）

f l - pc
"（ Ii）

l-l - O（ Ii） p( )m （#"l） （6）

! 多群体合作型协进化方法的建模及分析

在多群体合作型协进化方法中，对个体适应度进行评估时，需要从其他群体中选出代表个体，与

要评估的个体组成合作行为应用于目标领域，根据完成目标的表现情况进行适应度评估。这样有两个

问题必须重点考虑，第一是对合作行为评估的建模，假定每种合作行为的评估情况为一个给定的表现

值。以两个群体协进化为例，可以定义两个群体中所有个体相互组合所得到合作行为的评估表现值为

一个矩阵，称为交互回报矩阵，矩阵中的每个元素 ai 是群体 A 中个体 Ii 与群体 B 中个体   组合成合

作行为应用到目标领域所得的回报。第二是代表个体的选择问题，代表个体的选择有多种方法，根据

问题领域的不同也可以采用不同的方法，最具有代表性的方法是随机选择法和最优选择法，即从其他

群体中随机选取一个代表个体或选择当前适应度最好的个体作为代表个体。

下面以两个群体的合作型协进化方法为例进行分析，对于三个以上群体的情况，可以类似分析。

假定两个进行协进化的群体分别为 A、B，群体 A 中有 m 种信息模式，设为 Il， I2，⋯， Im，每种信

息模式的个体数目为 xl， x2，⋯， xm，各自所占比例为 pl， p2，⋯， pm，各自的相对增长率为!l，

!2，⋯，!m；群体 B 中有 I 种信息模式，分别设为  l， 2，⋯， I，每种信息模式的个体数目为 yl，

y2，⋯，yI，各自所占比例为 gl， g2，⋯， gI，各自的相对增长率为$l，$2，⋯，$I。如前所述，

我们将群体 A 与群体 B 中个体组合配对的交互回报矩阵定义为 ｛ai ｝
m X I，矩阵中的每个元素 ai 即为

群体 A 中的信息模式 Ii 与群体 B 中信息模式   组合配对的适应度回报值。下面就分别考虑按照随机

选择法和最优选择法选取代表个体时对合作型协进化方法进行分析。

!"# 随机选择法

如果按照随机选择法评估群体 A 中的信息模式 Ii，那么要在群体 B 中随机选出一个代表个体   
来与之配对，由于   在 B 中所占的比例为 g （ t），如果按照随机法选择，则它被选中的概率为 g （ t），

由于 Ii 与   相配对的适应度回报值为 ai ，群体 B 中的每种模式都可能被选中，综合起来就得到 Ii 的

适应度值为： !i =!
I

 = l
ai g （ t） （7）

将（7）式代入群体 A 中信息模式 Ii 所占比例增长公式（4）中，即得：
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pi（ t + l）= pi（ t）· !i

!
m

I = l
!IpI（ t）

= pi（ t）·
!
I

 = l
ai g （ t）

!
m

I = l
（!

I

 = l
aI g （ t））pI（ t）

（8）

= pi（ t）·
!
I

 = l
ai g （ t）

!
I = l，m

 = l，I

aI pI（ t）g （ t）= pi（ t）·
!
I

 = l
ai g （ t）

p!gT

其中，! =

all al2 ⋯ alI
a2l a22 ⋯ a2I

aml am2 ⋯ a











mI

，p =［pl，p2，⋯，pm］，g =［gl，g2，⋯，gI］。

这里，p!gT = !
i = l，m
 = l，I

ai pi（ t）g （ t）是两个群体 ! 与 " 的平均回报，可见，信息模式的增长率与配

对回报 ai 和相应的配对模式所占比例 g （ t）直接相关，配对回报越大，配对模式所占比例越大，

!
I

 = l
ai g （ t）越大，则两种信息模式的配对成功概率就越大；相应地，该信息模式的适应度也就越大，

具体表现为在下一代中所占的比例就越大。

!"# 最优选择法

如果按照最优选择法选取当前适应度最好的个体与要评估的个体配对，那么就应该寻找适应度最

好的信息模式，而适应度最好的信息模式就对应着在两个群体的交互回报矩阵中的与所要评估模式 Ii
相配对信息模式之中的最优回报表现值，即!i = max

 = l，I
｛ai ｝。 （9）

把（9）式代入（4）式即得群体 ! 中信息模式 Ii 所占比例的增长公式：

pi（ t + l）= !ipi（ t）

!
m

I = l
!IpI（ t）

= pi（ t）·
max
 = l，I

｛ai ｝

!
m

I = l
max
 = l，I

｛aI ｝ pI（ t）
（l0）

由此可见，模式 Ii 的增长只与最好的配对回报 max
 = l，I

｛ai ｝有关，与相配对的模式所占的比例

（g （ t））无关。因此，不管配对模式   所占的比例是否很小，只要能够与友群中的个体进行配对并取

得好的配对回报，就能促使群体 A 中的相应模式快速增长，这就更加有利于群体中少量存在的优秀

信息模式来发挥它们的作用。

!"! 分析

对随机选择法，模式 Ii 的增长不仅与模式合作的配对回报有关，并且相应的配对模式所占比例应

该是多数的。当只有少量优秀模式时，尽管其配对回报较高，但由于模式所占比例较低，就会淹没少量

优秀模式的表现，不能发挥其作用。因此，在优秀模式尚处于较少的情况时，就不适用这种方法。

对最优选择法，尽管能够充分发挥少量优秀模式的作用，但是当群体中优秀模式占了多数时，就

不能发挥其优势，反而会将评估最优模式所需的计算量劣势表现出来。因此，当优秀模式基本上已经

占据群体的大部分时，此方法的效率也就没有明显的优势了。

随机选择法既能发挥优秀模式的作用，又能照顾到占群体较多比例的较差模式，即 ai 较小但 g 

较大时，同样可以使得!
I

 = l
ai g （ t）较大而能够成功配对，这样就能充分利用群体的多样性信息。而最

优选择法则完全忽略了较差模式，因为它每次都是选取适应度最好的优秀模式，即 max
 = l，I

｛ai ｝所对应

的模式  。然而，在一些问题领域中，群体间存在比较强的交联，这时往往较差模式也能起到比较重

要的作用。在这种情况下，如果只采用最优法，可能会由于较差模式起到重要作用被忽略而导致收敛

过慢，甚至不如传统 GA 的效率。此时，就应该把两种方法结合起来使用，发挥两者各自优势，弥补

各自不足。具体方法是评估个体的适应度时，分别采取随机法和最优法得到适应度评估值，然后取这

两者中较好值作为最后的适应度评估值。这样做虽然增加了一部分计算量，但是能够保证整个协进化

的总体效率。
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! 实验验证

根据 Potter 的实验结果，多群体合作型协进化方法对于典型的多元函数优化问题都能得到优于传

统 GA 的效率，如 Rastrigin，Schwefei，Griewangk 和 Ackiey 函数［2］，这些函数的一个共同特点是多元函

数的各个变量 x1，x2，⋯，xn 之间不存在交联关系或者交联关系比较弱。但是对于合作型协进化的

多个群体之间存在较强交联的情况下，此方法所得的结果就很差，甚至不如传统 GA。这是由于各个

群体的相关信息模式之间的交联，致使最优选择法不能全面反应这种交联关系，从而造成合作型协进

化效率低下。如果将这两种方法结合起来，按照上一部分提到的改进法，则能够得到比较好的结果。

比如对于著名的 Rosenbrock 函数： f（x）= 100（ x12 - x2）2 +（1 - x1）2，按照前述的协进化算法，选

图 3 协进化方法对 Rosenbrock 函数的效率比较

Fig.3 Performance comparison of co-evoiution
method for Rosenbrock function

择两个进化群体 A 与B，群体 A 中的每个个体对应于变量

X 1 的不同 取值，群体 B 中的每个个体对应于变量 x2 的不

同取值，而适应度回报矩阵中的每个元素 aij则对应于变量

x1 和 x2 取相应值时的函数取值 f（x1，x2），即：

aij = f（x1，x2）
该函数在 x1 = x2 = 1 时取全局最小值为 0。图 3 中曲线

是最优值（函数最小值）与评估次数的函数，实验中进行

了 10000 次评估。由于它基本上沿着抛物线 x21 = x2 达到全

局最小的特征，两个自变量 x1 和 x2 之间存在较强的交联，

因此造成合作型协进化方法效率还不如传统 GA，如果采用

改进的混合型协进化方法，则能够得到明显的改善。图中

改进的混合型协进化方法存在的小尖峰是由那些非交联的

信息模式（即不满足 x21 = x2 的信息模式）所造成的。

" 结论

本文采用单群体遗传算法中模式复制方程的推理分析方法，建立了多群体合作型协进化方法的数

学模型，对协进化过程中的关键问题，包括个体适应度评价方法、群体间合作的回报信贷分配以及由

此影响到群体中个体的增长规律等问题进行了分析，建立了合作型协进化过程中随机选取法和最优选

取法的数学模型，并分析比较了它们的优缺点。本文在理论上对协进化方法的分析可以更好地指导协

进化算法的设计与实现。
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