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基于 FiduciaI 推断的 Bayes 验前分布的表示!

刘琦，冯静，周经伦

（国防科技大学人文与管理学院，湖南 长沙 410073）

摘 要：先验分布的确定与表示是 Bayes 统计推断的出发点和关键点。提出了一种基于信仰推断（FiduciaI Infer-
ence）观点确定 Bayes 先验分布的设想，有助于解决无验前信息或验前历史信息较少时先验分布的确定问题，文中给

出了一个实例说明了该方法的应用。
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The Confirmation of Bayes Inferior Distribution based on
Fiducial Inference

LIU Oi，FENG Jing，ZHOU Jing-Iun
（CoIIege of Humanity and Management，NationaI Univ. of Defense TechnoIogy，Changsha 410073，China）

Abstract：The confirmation of the inferior distribution is the beginner and keyof Bayes statisticaI inference. We proposed a new
method to confirm the inferior distribution of Bayes anaIysis based on fiduciaI inference point of view. The method is heIpfuI to soIve the
probIem of the comfirmation of Bayes inference distribution if we have few or even no inferior information. An exampIe is given for de-
mostrating the appIication of the method.
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在武器装备等复杂系统的可靠性评定中，由于其试验数据量小等局限，常需要用到 Bayes 方法进

行统计推断。运用 Bayes 方法最为关键的是确定其先验分布，然而，并不是在所有情况下都能得到确

切的先验分布，因此如何表示、应用验前信息，就成为运用小子样下 Bayes 方法的一个关键问题。目

前获取先验分布的方法很多，但在应用中会发生如下问题：

（1）无验前信息可利用时先验分布的表示

过去，人们常运用 Bayes 假设或 Jeffreys 假设［4］，这时，对于高精度的武器装备或高可靠性设备进

行评定，常常造成比较恶劣的影响。因此，在应用中，为了不去作出无信息验前分布的假设，就要设

法挖掘出一部分先验信息。

（2）运用历史数据确定验前分布时可能出现的问题

利用历史数据确定验前分布，尽量减少关于验前分布的人为假设，这是十分重要的一种想法，基

于这种想法，人们提出了运用自助（Bootstrap）方法和随机加权法［4］获取验前分布，但这两种方法的

应用都是在有一定量的历史样本的前提下进行的，当验前样本量过小时往往无法确定或估计效果较

差。

1 基于信仰推断的先验分布的确定［1 ~ 3］

信仰推断是 Fisher 在本世纪 30 年代提出的一种方法，其概念与解释可见参考文献［6］。由文献

［6］的介绍可以看出，在不涉及参数先验分布的情况下，可以由信仰推断，根据观测样本 ! 直接给

出参数的一个分布。我们可以将这一思想用在下述两种情况下先验分布的确定：无验前信息和历史样

本信息量较少而不便用自助方法确定验前分布的情形。
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设总体 X 服从概率密度函数为 f（ x I!）的分布，!为总体分布的未知参数，X0 =（ Xl，X2，⋯，XI）为

该总体的一组独立同分布的样本，设!̂=!（ X0）为未知参数!的某种估计（例如极大似然估计），由 X 的

分布函数，借助于概率论［5］的知识，可以得到!̂的分布，记为 g（!̂ I!）。当取得一组样本值后，利用信仰

推断，可以将 g（!̂I!）看成!̂已知时!的分布 h（!I!̂，再将 h（!I!̂作为 Bayes 推断中的验前分布"（!），

就可在此基础上进行 Bayes 分析。

这种方法可用于解决无验前信息和验前历史信息量较少时验前分布的确定问题。

! .! 无验前信息的情况

设总体 X 服从正态分布 N（!，#2），!未知，#2 已知，只有一组当前试验样本 xl， x2，⋯， xI

而无历史信息可以利用。易知!的极大似然估计为!̂=!X = l
I "

I

i = l
Xi，其中 Xl， X2，⋯， XI 为独立

同分布服从 N（!，#2）的一组样本。则

g（!̂I!） = g（!X I!） = N（!，#
2

I ） = #I
2#"#

exp［ - （!X -!）2 / （2#2 / I）］ （l）

当!X 已知时，可将上式看成关于!的分布。即

h（!I!̂） = h（!I!X） = #I
2#"#

exp［ - （!-!X）2 / （2#2 / I）］ （2）

即为正态分布 N（!X，#
2

I ）。在进行 Bayes 统计推断时，以 N（!X，#
2

I ）作为!的验前分布"（!）。由

g（!X I!） = N（!，#
2

I ） （3）

验后分布仍为正态分布，且"（!I!X）$"（!）g（!X I!）。通过计算可得

"（!I!X） = N（!X， #2

I（ I + l）
） （4）

此即为!的验后分布，根据验后分布就可以进行一系列的 Bayes 统计推断。

! ." 只有少量历史样本信息

当只有少量历史样本信息时，用自助法确定验前分布的效果较差，因为自助方法需要首先根据历

史样本确定 X 的边缘分布，当历史样本量较少时，确定的分布函数较为粗糙，对以后的 Bayes 分析的

影响较大。此时若采用信仰推断法可从另一角度解决该问题。

在 l .l 节的基础上，假设 Xl， X2，⋯， XI 为独立同分布的 I 组历史样本（ I 较小）， Xi = （ xil，

xi2，⋯， xiI），（ i = l，⋯， I）为其一组样本实现值。取!̂i = g（ Xi）（ i = l，⋯， I）为未知参数!
的估计，在此取!̂i 为!的极大似然估计，于是

!̂i ~ f（!Xi I!） = N（!，#
2

m） （5）

其中，!Xi =
l
m"

m

 = l
xi 。当 Xl 已知时，由信仰推断方法，可以将（l）式看成!先验的分布，即

g（!I!Xl） = l
2#"#

e -
（!-!Xl）

2

2#
2 = N（!Xl，

#2

m） （6）

令"（!） = g（!I!Xl），将第二组历史子样作为虚拟试验子样（区别于当前的真实的试验样本），由

Bayes 公式可以得出验后分布为

"（!I!Xl，!X2）$N（!Xl，
#2

m）N（!，#
2

m） （7）

由于!Xi ~ N（!，#
2

m ）， i = 2，⋯， I，则!X ~ N（!， #2

m（ I - l）
），其中!X = l

I - l"
I

i = 2

!Xi ，于是

"（!I!X）为正态分布 N（$，#2
l），其中均值为
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!1 =!X1·
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m
"2

（n - 1）m +"
2

m

+!X·

"2

（n - 1）m
"2

（n - 1）m +"
2

m

= n - 1
n
!X1 +

!X
n （8）

方差为

"2
1 =

"2

m
"2

m
"2

m + （n - 1）"
2

m

="
2

nm （9）

以#（$\!X）作为真实试验的验前分布，即"#（$）=#（$\!X）= N（!1，"2
1），在"#（$）的基础上，结合当

前的真实的试验样本，进行 Bayes 统计推断。

另一方面，记!X = 1
n - 1#

n-1

i = 1

!Xi，则!X ~ N（$， "2

m（n - 1）
），由信仰推断，以 N（!X， "2

m（n - 1）
）作为$的

先验分布。以!Xn 作为现场样本，则$的后验分布#（$\!X 为正态分布 N（!2，"2
2），其中

!2 =!X·

"2

m（n - 1）

"2

（n - 1）m +"
2

m

+!Xn·

"2

m
"2

（n - 1）m +"
2

m

=
!X
n + n - 1

n
!Xn （10）

方差"2
2 ="2

1。

通过比较，可以看出（8）式与（10）式的区别在于对现场样本和历史样本的权重不同，实际运用中根

据需要选择不同的公式。

! 应用实例

设总体 X 服从 N（$，1）分布，在$= 4 的情况下，通过仿真得到 6 个样本值（此时 m = 1）：3 . 9624，

4 .3273，4 .1746，4 .3966，3 .7506，3 .9992，要求运用该方法确定$的后验分布。

解：以前五个样本作为历史样本，而以第六个作为现场样本，运用公式（8）~（10）计算可得

!1 = 3 .982505，!2 = 4 .0197，"2
1 ="2

2 =
1
5

应用 Bayes 公式［4］，由正态分布的共轭性，得到$的验后分布为 N（4 .0515，
1
6 ）。

运用极大似然估计，即这六个数的均值得的估计为 4 .1018，相比之下前者更切合于实际值。

" 结论

利用信仰推断法，给出了一种 Bayes 先验分布的确定方法，用此方法可以解决无验前信息或只有少

量历史样本情况下，Bayes 统计推断过程中验前分布的确定问题。当然，这只是一种理论上的设想，该方

法的应用价值还有待于在工程实践中加以检验。
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