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一个具有相互独立、不同分布服务时间序列的排队模型*

俞 政，刘再明，侯振挺

（中南大学铁道学院科研所，湖南 长沙 410075）

摘 要：讨论的排队模型，放宽了 GI / G / 1 系统中“服务时间独立同分布”的限制，只要求各服务时间相互独立，

因而较 GI / G / 1 排队模型能更合理地拟合实际问题 . 在此较宽的条件下，利用补充变量的方法，求得了该排队系统队

长的瞬时分布。
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A Oueueing Model with Mutually Independent Service Times
Whose Distributions Are Not Neccessarily Identical

Yu Zheng，Liu Zai-ming，Hou Zhen-ting
（SchooI of MathematicaI Science and ComputaionaI TechnoIogy，CentraI South University，RaiIway Campus，Changsha 410075，China）

Abstract：The gueueing modeI discussed in this paper reIaxes the reguirement that the service time be independent mutuaIIy and
have identicaI distribution in GI / G / 1 gueue. It onIy reguires that the retriction on service process be reduced to the degree that the ser-
vice time is independent mutuaIIy. It foIIows that this gueueing modeI is more rationaI than GI / G / 1 gueue in stimuIating reaI - worId
systems. Under the reIaxed restriction，the transient distribution of the gueue Iength of the gueueing system discussed is obtained by
means of suppIementary variabIes.

Key words：gueueing system；transient state；distribution of the gueue Iength.

本文讨论的对象，是如下描述的排队系统：

（1）顾客在时刻!1，!2，⋯相继到来，到达间隔"n =!n -!n - 1（ n = 1，2，⋯，!0E0）是相互

独立的随机变量，又设 - t1（ t1B0）是时刻 0 或之前最后一个到达者的到达时刻，诸"n（ nB2）及"1 + t1
有相同的分布函数 F（ t），即

F（ t）= P｛"1 + t1S t｝= p｛"nS t｝，n = 2，3，⋯

（2）有一个服务台，顾客到达时，若服务台空闲，就立即被服务；否则在队尾等待，并依到达次序逐个

接受服务 .顾客在服务完毕后立即离开系统，同时队首的顾客（若此时有顾客等待）立即接受服务 .
（3）各顾客的服务时间#1，#2，⋯之间以及与｛" ｝之间均相互独立 .第 m 个服务时间#m 的分布函数

以G（m，t）记之，m = 1，2，⋯

这个排队系统是文献［2］中处理的 GI / G / 1 排队模型的推广，易见，它较 GI / G / 1 系统更贴合现

实中的实际情形 .
在文献［2］中，AIfa 和 Rao 得到了 GI / G / 1 系统瞬时队长的分布函数的积分表达式，其被积项满

足一组柯尔莫哥洛夫偏微分方程，且可以递推地求得 .
本文针对提出的模型，借助于“补充变量法”构造了两个多维马尔可夫过程［1，5］. 给出了上述多

维马尔可夫过程对应的柯尔莫哥洛夫向前、向后方程，最终获得了与文献［2］所得相似的结果 .
基本术语 Ft1

（ t） P｛"1S t｝
由（1）中所设，可推知
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FI1
（ I）=

F（ I1 + I）- F（ I1）
1 - F（ I1）

， F（ I1）< 1；

1， F（ I1）
{

= 1
令： k（k。1）为初始时刻 0 之后第 k 个离开系统者的离去时刻；A丛｛ k， k，k二0｝；A 中元素依坐

标顺序而成的序列记为｛ k｝；当 1 - 1＜0时，- I2丛 1 - 1；当 1 - 1 > 0时，S1丛 1 - 1；更设 Sk + 1 =

 k + 1 - k + 1，k = 1，2，⋯ .易知：

Vk。1，Sk。 k - 1（ 0。0），且 SkG｛ k｝ （。）

以后的行文中，总令 L（ I）（ I。0）表示时刻 I 系统中顾客的数目，即所谓 I 时的队长 .

! 两个多维马尔可夫过程的构造

设（ ，F，P）是一概率空间，且 ｛ k｝，｛ k｝，｛ k｝及 ｛L（ I）， I。0｝均为配置其上的随机

过程。此外，再定义两个（ ，F，P）上的随机过程｛ i（ I），I。0｝，i = 1，2，如下：

 1（ I）=
I + I1，0s I < 1
I - k， ks I < k

{
+ 1

， 2（ I）=

I + I2， 0s I < 1， 1s 1
I， 0s I < S1， 1 > 1
I - S1， S1s I < 1， 1 > 1
I - k， ks I < Sk + 1，k二1
I - Sk + 1， Sk + 1s I < k + 1，k二













1
令

X（ I）=（L（ I）， 1（ I）， 2（ I））

引理 1 ｛X（ I），I。0｝是一个定义在（ ，F，P）上，以（E，B）为状态空间的马尔可夫过程，其中 E =
N > R + > R +（N =｛0，1，2，⋯｝，R + \［0， ）），B 为其上的波莱尔 -代数 .

证明 设 T > 0为一给定的实数，N 为一自然数， N =｛ ： NsT < N + 1｝，｛FI｝I二0是 F 中关于 X
（ I）的自然 -代数流，欲证VDGB，I。0，

P｛X（ I + T）GD I FT｝= P｛X（ I + T）GD I X（T）｝

为此，只须证明在 N 上，有

P｛L（ I + T）GB， i（ I + T）G i，i = 1，2 I X（0）， 1，X（ 1），⋯， N，X（ N）｝

= P｛L（ I + T）GB， i（ I + T）G i，i = 1，2 I X（T）｝

即可，这里 B > 1 > 2 = D
在 N 上，由 X（ I）的构造易知：

P｛L（ I + T）GB， i（ I + T）G i，i = 1，2 I X（0）， 1，X（ 1），⋯， N，X（ N）｝

= IB（L（T））H
2

i = 1
I i（ I + i（T））P｛ N + 1 > I + T I X（0）， 1，X（ 1），⋯， N，

X（ N）｝+ E｛P｛L（ I + T - N + 1）GB， i（ I + T - N + 1）G i，i = 1，2 I N + 1，

X（ N + 1）｝·I｛T < N + 1s I + T｝I X（0）， 1，X（ 1），⋯， N，X（ N）｝ （1）
以下，将就上式中的两项分别讨论之 .

（i）关于 P｛ N + 1 > I + T I X（0）， 1，X（ 1），⋯， N，X（ N）｝

（1） N + 1 = m

在此情形中，由（。）知：】SmG｛ k｝，使得 m = m - Sm；且由于 N 和 N + 1是｛ k｝中的相继元素，故

Sm＜ N，从而

 N + 1 > I + T＝ m > I + 2（T）

P｛ N + 1 > I + T I X（0）， 1X（ 1），⋯， N，X（ N）｝= P｛ m > I + 2（T）I Sm｝

于是在 N =｛ N＜T｝n｛ m > 2（T）｝上，有
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P｛Um > t +G2（T）I Sm，T -YN30，Um >G2（T）｝=
P｛Um > t +G2（T）IG2（T），G （T）｝

P｛Um >G2（T）IG2（T），G （T）｝

其中

G （T）=
G1（T），YN6｛O ｝

G2（T），YN6｛B 
{ ｝

故知，当YN + 16｛B ｝时，P｛YN + 1 > t + T I X（0）；Y1，X（Y1），⋯，YN，X（YN）｝在ON 上只依赖于 X（T）.
（2）YN + 1 =OI

（a）YN =OI - 1

此时，YN + 1 > t + TtTI > t +G1（T），从而

P｛YN + 1 > t + T I X（0），Y1，X（Y1），⋯，YN，X（YN）｝= P｛TI > t +G1（T）IYN｝

故在ON =｛YNoT｝＄｛TI >G1（T）｝上，有

P｛TI > t +G1（T）IYN，T -YN30，TI >G1（T）｝=
P｛TI > t +G1（T）IG1（T）｝

P｛TI >G1（T）IG1（T）｝

（D）YN =B 

在此情形，OI - 1 <B ，而YN + 1 > t + TtTI > t +G1（T）

P｛YN + 1 > t + T I X（0），Y1，X（Y1），⋯，YN，X（YN）｝= P｛TI > t +G1（T）IOI - 1｝

故在ON =｛YNoT｝＄｛TI >G1（T）｝上，有

P｛TI > t +G1（T）IOI - 1，T -YN30，TI >G1（T）｝=
P｛TI > t +G1（T）IG1（T），G2（T）｝

P｛TI >G1（T）IG1（T），G2（T）｝

综合（a）和（D），可知当YN + 16｛O ｝时，P｛YN + 1 > t + T I X（0），Y1，X（Y1），⋯，YN，X（YN）｝在ON 上只依

赖于 X（T）.于是得知（1）式中的第一项在ON 上只依赖于 X（T）.
（ii）关于

E｛P｛L（ t + T -YN + 1）6B，Gi（ t + T -YN + 1）6Ai，i = 1，2

IYN + 1，X（YN + 1）｝IT <YN + 1o t + T I X（0），Y1，X（Y1），⋯，YN，X（YN）｝

（1）YN + 1 =Bm

（a）YN =Bm - 1

由于YN 和YN + 1是｛Y ｝中相继元素，故知必有Bm -Bm - 1 =Um，从而在ON 上：

YN + 1 =Bm -Bm - 1 +Bm - 1 =Um + T -G2（T），X（YN + 1）=（L（T）- 1，Um +G1（T）-G2（T），0）

由此知（YN + 1，X（YN + 1））由（Um，X（T））确定，且存在一个 ! + > " 上的 #1 > # 可测函数 W，使得（YN + 1，

X（YN + 1））= W（Um，X（T）），又

P｛L（ t + T -YN + 1）6B，Gi（ t + T -YN + 1）6Ai，i = 1，2 IYN + 1，X（YN + 1）｝

是（YN + 1，X（YN + 1））的 #1 > # 可测函数（#1 为 ! + 上的波莱尔G- 代数），故

P｛L（ t + T -YN + 1）6B，Gi（ t + T -YN + 1）6Ai，i = 1，2 IYN + 1，X（YN + 1）｝

是（Um，X（T））的 #1 > # 可测函数，即存在一个 #1 > # 可测函数 g（ S，x），使得

P｛L（ t + T -YN + 1）6B，Gi（ t + T -YN + 1）6Ai，i = 1，2IYN + 1，X（YN + 1）｝= g（Um，X（T））

于是

E｛P｛L（ t + T -YN + 1）6B，Gi（ t + T -YN + 1）6Ai，i = 1，2 IYN + 1，X（YN + 1）｝

·I｛T <YN + 1｝o t + T I X（0），Y1，X（Y1），⋯，YN，X（YN）｝

= E｛g（Um，X（T））I｛G2（T）<Umo t +G2（T）｝IYN，X（YN）｝

从而在ON =｛YIoT｝＄｛Um >G2（T）｝上，有

E｛g（Um，X（T））I｛G2（T）<Umo t +G2（T）｝IYN，X（YN），T -YN30，Um >G2（T）｝
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= 1
P｛Um >62（T）I X（T）｝

E  
t +62（ t）

62（ t）
g（ S，X（T））dG（m，S）I X（T{ }）

（D）7N =OI

由（ ）知，3SmG｛7I｝，SmsOI，使得 Sm =Bm -Um，从而在ON 上：

7N + 1 =Bm - Sm + Sm =Um + T -62（T）

X（7N + 1）=（L（T）- 1，Um +61（T）-62（T），0）

类似于情形（a）得到：

E｛P｛L（ t + T -7N + 1）G ，6i（ t + T -7N + 1）GAi，i = 1，2 I7N + 1，X（7N + 1）｝

·IT <7N + 1s t + T I X（0），71，X（71），⋯，7N，X（7N）｝

= E｛g（Um，X（T））I｛62（T）<Ums t +62（T）｝I Sm，7N，X（7N）｝

其中 g（ S，x）是一个 !1 > ! 可测函数。这样，在ON =｛7IsT｝ ｛Um >62（T）｝上，有

E｛g（Um，X（T））I｛62（T）<Ums t +62（T）｝I Sm，7N，X（7N），T -7N 0，Um >62（T）｝

= 1
P｛Um >62（T）I X（T）｝

E  
t +62（ t）

62（ t）
g（ S，X（T））dG（m，S）I X（T{ }）

综合（a）和（D）知，在ON 上，当7N + 1G｛BI｝时，（1）式中的第 2 项亦由 X（T）确定 .
（2）7N + 1 =OI

类似于（1）中的讨论，可知存在一个 !1 > ! 可测函数，记为 h（ S，x），使得

E｛P｛L（ t + T -7N + 1）G ，6i（ t + T -7N + 1）GAi，i = 1，2 I7N + 1，X（7N + 1）｝

IT <7N + 1s t + T I X（0），71，X（71），⋯，7N，X（7N）｝

在!N 上有如下形式：

1
P｛TI >61（T）I X（T）｝

E  
t +61（ t）

61（ t）
h（U，X（T））dH（U）I X（T{ }）

其中

H（ t）=
Ft1（ t），TI =T1

F（ t），TI#T
{

1

故知，当7N + 1G｛OI｝时，在ON 上，式（1）中第二项仅依赖于 X（T）.至此得证引理 1 .
对 t 0，令

<1（ t）=OI + 1 - t OIs t <OI + 1，I = 0，1，2，⋯

<2（ t）=

B1 - t， 0s t <B1，B1sU1

S1 - t， 0s t < S1，B1 >U1

SI - t，BI - 1s t < SI，I 2

BI - t， SIs t <BI，I 










2

显然<i（ t）（ i = 1，2）都是（O，"，P）上的随机过程，与引理 1 的证明类似，可得

引理 2 令 Y（ t）=（L（ t），<1（ t），<2（ t）），则｛Y（ t），t 0｝是一个定义在（O，"，P）上，以（#，!）为

状态空间的马尔可夫过程 .

! 向前方程和向后方程

本节如下假定：在所考虑的系统中，诸到达间隔和服务时间都是具有密度函数的随机变量 . Alfa 和

Rao 在考虑 GI / G / 1 系统时指出，如此的假设并不影响所得结果的一般性［2］.
此外，在上面的假定下，顾客到达和对顾客刚好服务完毕不可能在同一时刻发生 .
以下设 a（ t）为TI（I = 1，2，⋯）的密度函数（为方便计，本节中设T1 与TI 同分布），6m（ t）表示Um 的

密度函数（m = 1，2，⋯）.
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! ." 向前方程

设 t 是任一时刻，并且令

PO（ t，U） U = P｛L（ t）= O，U < l（ t）!U + t｝，U"O

PI（ t，U， ） U  = P ｛L（ t） = I，U < l（ t）!U + U， < 2（ t）! +  ｝，U， "O，I"l
定理 l 队长 L（ t）的瞬时分布 p ｛L（ t） = I｝（I"O）满足：

P｛L（ t）= O｝=#
 

O

PO（ t，U）dU P｛L（ t）= I｝=#
 

O
#

 

O

PI（ t，U， ）dUd1，I " l （l）

其中 PO（ t，I）和 PI（ t，U， 1）（I"l）由下列偏微分方程组给出：

 
 t -

 
 [ ]U PO（ t，U） = Pl（ t，U，O）

 
 t -   U -   [ ]1 Pl（ t，U，1）= PO（ t，O）a（U）$

 

m = O
6m（ 1）+ P2（ t，U，O）$

 

m = O
6m（ 1）

 
 t -   U -   [ ]1 PI（ t，U，1）= PI-l（ t，O，1）a（U）+ PI+l（ t，U，O）$

 

m = O
6m（ 1），I " 2 （2）

证明 由 pO（ t，U） U 和 pI（ t，U， 1） U 1 的定义，立即可得（l）.
若能证明 pO（ t，U）和 pI（ t，U， 1）满足（2），则定理 l 得证 .
比较时刻 t 和 t + t 系统所处的状态，可得下面的关系：

PO（ t + t，U - t）= PO（ t，U）+ Pl（ t，U，O） t + O（ t）Pl（ t + t，U - t，1 - t）

= Pl（ t，U，1）+ PO（ t，O）a（U）$
 

m = O
6m（ 1） t + P2（ t，U，O）$

 

m = O
6m（ 1） t + O（ t）

PI（ t + t，U - t，1 - t）

= PI（ t，U，1）+ PI-l（ t，O，1）a（U） t + PI+l（ t，U，O）$
 

m = O
6m（ 1） t + O（ t），I " 2

故知 PO（ t，U）和 PI（ t，U，1）满足式（2）.
! .! 向后方程

对 S"O，令

X（ S）= a（ S）
l - F（ S）， HI（ S）=

6I（ S）
l - G（I，S）；I = l，2，⋯

PO（ t，U） U = P｛L（ t）= O，U <Ol（ t）!U + U｝，U"O

PI（ t，U，1） U 1 = P｛L（ t）= I，U <Ol（ t）!U + U，1 <O2（ t）! 1 + 1｝，U，1"O，I"l
其中Oi（ t）（ i = l，2）即为  l 中所定义 .比较系统在时刻 t 和 t + t 时的状态，可得

PO（ t + t，U + t）=［l -X（U） t］PO（ t，U）+#
 

O
Pl（ t，U，1）$

 

I = O
HI（ 1） td1 + O（ t）

PI（ t + t，U + t，1 + t）=［l -X（U） t］［l -$
 

I = O
HI（ 1） t］PI（ t，U，1）+ O（ t），I " l

由此，即有

 
 t +   [ ]U PO（ t，U）= -X（U）PO（ t，U）+#

 

O
Pl（ t，U，1）$

 

I = O
HI（ 1）d1

 
 t +   U +   [ ]1 PI（ t，U，1）= -［X（U）+$

 

I = O
HI（ 1）］PI（ t，U，1），I " l （3）

其中积分的边界条件是

PI（ t，U，O）=#
 

O
PI+l（ t，U，1）$

 

I = O
HI（ 1）d1，I " l
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P0（ t，0，1）= 0， Pn（ t，0，1）=!
 

0

Pn-1（ t，u，1，）!（u）du，n " 1 （4）

而初始条件如下：

P0（0，u）="（u -#1（0））， Pn（0，u，1）="ni"（u -#1（0），1 -#2（0）），n"0 （5）
其中 i = L（0），"ni和"（·，·）分别是 Kronecker deita函数和 Dirac deita函数 .从而，有

定理 2 队长 L（ t）的瞬时分布 P｛L（ t）= n｝（n"0）满足

P｛L（ t）= 0｝=!
 

0
P0（ t，u）du， P｛L（ t）= n｝=!

 

0!
 

0
Pn（ t，u，1）dud1，n " 1 . （6）

其中 P0（ t，n）和 Pn（ t，u，1）由（3）、（4）、（5）式确定 .
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