
文章编号：1001 - 2486（2002）05 - 0005 - 05

稳态随机过程激励下基于首次超越破坏的结构优化设计!

田四朋，任钧国，张书俊

（国防科技大学航天与材料工程学院，湖南 长沙 410073）

摘 要：把结构系统动力可靠性分析与最优化设计结合起来，以结构系统的最小质量为目标函数，给出了考虑在平

稳随机过程激励下多自由度线性系统总的可靠性的结构优化设计方法。运用谱分析理论，推导了结构系统在平稳随机

过程激励下响应的统计特征，同时结合首次超越破坏的 Possion 模型计算结构系统的可靠性，最终采用广义乘子法得到

结构系统设计变量的最优值。计算结果表明该方法是可行的。
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First Passage Failure-based 0ptimization of the Structures
under Stationary Random Excitation
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Abstract：Optimization and dynamic reIiabiIity anaIysis of the structuraI system are combined. A methodoIogy of optimum
design based totaI faiIure probabiIity of the structuraI system with muIti - degree freedom under stationary stochastic excitation is
presented when minimum weight of the structure determined by design parameters is the ob ective function . According to the
spectrum anaIysis theory，the statisticaI property of the response of structuraI system under stationary random excitation is ana-
Iyzed. At the same time，Possion process modeI based on first passage faiIure is used to caIcuIate the reIiabiIity of the structure，

and the optimum design parameters are finaIIy obtained through Hestenes - PoweII（HP）method. The resuIt of evaIuated exam-
pIes demonstrates that the method presented in this paper is effective.
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迄今所做的基于可靠性的优化研究大多属受静态载荷作用的系统。在随机动态载荷作用下系统的

最优设计则讨论较少［1］。但各种工程结构所受到的外载荷往往是与时间有关的随机过程。当工程设

计问题中含有随机过程因素时，静态载荷模型是很难对它给出满意的解答的。因而，如何模拟包含随机

过程因素的不确定型问题，以及在基于结构系统动力可靠性的基础上如何正确地做出适用的、最佳的设

计决策，成为当前工程优化设计技术发展中的一个迫切需要解决的问题。在外载荷为随机过程的条件

下，Nigam 给出了设计变量为确定型矢量情形优化问题的一般提法与解法［2］；Rao［3］则陈述了设计变量

为随机矢量情形时优化问题的提法。童卫华等人［4］以结构在随机激励下某些点上的均方响应作为约

束的结构设计方法，考虑了随机激励（宽带平稳随机激励）相关和不相关两种情况。

对于稳态过程，如果采用频域分析的方法，系统的激励与响应之间有比较简明的关系式。但很多结

构所受的载荷属非稳态过程，普通关于稳态的假设并不成立。非稳态过程的特性要用经过演变的PSDF
（功率密度谱函数）来描述，因此没有简单而精确的公式来估算非稳态过程的统计特性。通常是假定在

每个时间点上，非稳态过程表现为稳态过程的性质，而用稳态过程的统计量来近似地考虑非稳态性。所

以，对稳态过程激励下基于可靠性的结构优化研究是很有意义的。
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! 确定性结构系统的动力可靠性分析

! .! 结构系统的随机动力响应

对于多自由度系统，系统的运动微分方程可表示为

M  X + C ~X + KX = F（ t） （1）
其中 M ，C，K 分别表示系统的质量、阻尼、刚度矩阵，均为 I X I 阶的实对称阵，X（ t），F（ t）分别代表

响应与激励，它们是 I 维列阵。考虑阻尼为比例阻尼，运用实模态分析，并取 X = RY 可以将（1）式化

为：

 Y + diag［2SiCi］~Y + diag［C2i］Y = R T F（ t）=｛f i（ t）｝I X 1 （2）
或者写成

 yi + 2SiCi ~yi +C2iyi = f i（ t） （3）

i = 1，⋯，I
其中，Ci（ i = 1，⋯，I）为（1）式所对应的系统无阻尼运动的固有频率，R 为Ci 对应的实模态（列阵）在对

M 归一化后所组成的转换阵，Si 为阻尼系数。

对于线性结构系统，如果外载荷为平稳过程，响应亦为平稳过程。考虑外载荷只有一个的情况，（1）
式中的 F（ t）可表示为 A f（ t），其中 A 为实常列阵，f（ t）为一稳态随机过程，其功率谱密度为 S f（C）。

则（2）式可写成如下形式

 Y + diag［2SiCi］~Y + diag［C2i］Y = R T A f（ t） （4）
式（4）的频率特性矩阵 H Y（C）为

H Y（C）= diag［ Hi（C）］

考虑亚阻尼情形，式中

Hi（C）=（C2i -C2 + j2SiCiC）- 1 （5）
因此，模态响应 Y 的功率谱矩阵 SY（C）为

SY（C）=!H Y（C）R T A A T RH Y（C）·S f（C）

考虑到 X = RY ，响应 X 的功率谱矩阵 SX（C）为

SX（C）= R!H Y（C）R T A A T RH Y（C）R T·S f（C） （6）
对于均值非零的平稳过程，通过坐标平移可以将其化为零均值平稳过程。因此，考虑激励为零均值

平稳过程时结构系统的均方值 E［ X（ t）］、协方差62X 和速度的协方差62~X 的响应

E［ X（ t）］= 0 （7）

62X ="
 

- 
SX（C）dC （8）

62~X ="
 

- 
C2 SX（C）dC （9）

考虑模态相关项，由残数理论［5］可以导出下述实变无穷积分

"
 

- 
!Hi（C）Hj（C）S f（C）dC =

8!CiSi· S f（C）

（C2i -C2j ）2 + 4C2iC2j（S
2
i +S

2
j ）+ 4CiCjSiSj（C2i +C2j ）

（10）

"
 

- 
C!Hi（C）Hj（C）C·S f（C）dC =

4!CiCj（CiSj +CjSi）·S f（C）

（C2i -C2j ）2 + 4C2iC2j（S
2
i +S

2
j ）+ 4CiCjSiSj（C2i +C2j ）

（11）

! ." 首次超越破坏机制的可靠性分析

振动系统的可靠性常用的度量是可靠性函数，它定义为系统在时间区间［0，t］无损坏运行的概率，

即

R（ t）= P｛Z（C）# ；C#［0，t］｝

由基于首次超越破坏的 Possion过程模型［1］可以得到如下结果：

R（ t）= exp（ ->t） （12）
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!=
1 +

6 单壁问题

2 1 +
6

{ 双壁问题

1 +
6 为响应 X（ t）单位时间内以正斜率穿越阈值 6 的次数，即期望穿阈率。对于平稳过程，一个正斜率

的穿阈必然伴随着一个负斜率的穿阈，即

1 +
6 = 1 -

6 = l
2 16

可见，首次超越破坏机制的结构动力可靠性问题的关键是对首次穿阈率的求解。响应 X（ t）穿越

阈值 6 也就是与之交叉有三种计算模型［6］：反应交叉的 Possion 假设，包络过程交叉的 Possion 假设，以

及两态马尔可夫假设。研究表明，对于稳态过程来说，泊松独立性假设看来是合适的［7］。而且 Possion
假设一般给出动力可靠性的保守值［l，6］，考虑到工程应用中对安全性的特别关注，在这里，采用反应交

叉的 Possion 假设。对零均值平稳高斯过程有

1 +
6 = l

2!
" X

"X
exp（ - 62

2"2
X

） （l3）

! 结构系统可靠性的计算

对于结构系统为确定性的，外载荷为平稳随机过程的情况，只考虑一组失效模式。假定结构系统包

含 I 个元件，表示为：Sl，S2，⋯，SI，假定第一个元件失效的概率为 pl，在第一个元件撤除之后第二个元

件的失效概率为 p 2，则取 p = p l·p 2，显然这一结论可以推广到包含有多个失效元件的失效模式的情

况。实际上，由结构系统可靠性理论可知，用这种方法得到的系统可靠性，是结构系统可靠性的上界（失

效概率的下界）。

" 优化计算

基于首次超越破坏的结构最小重量的优化设计模型为

find X
Min W = W（ X）

S . T . PfS < p!
Xl < X < XU

其中 X 为设计变量（对于杆为横截面积，板为厚度等），Xl，XU 分别为其上下界要求。 W（ X）是由设计

变量决定的结构系统的重量，PfS为结构系统在工作寿命［0，t］内首次超越破坏的失效概率，p!为设计

所要求的最大失效概率。它也可以用前述的可靠性函数描述

O（ t）= l - R（ t）
结构动力可靠性约束是高度非线性约束，所用的优化算法必然是非线性规划。考虑到约束的高度

非线性，为了避免梯度计算，本文采用广义乘子法（HP）［8］和单纯调优法［8］相结合进行优化计算。广义

乘子法通过引入拉格朗日乘子将约束优化问题转化为无约束优化问题，而单纯调优法则在不计算梯度

的情况下，遵循一定的方法产生初始单纯型，然后通过反射、扩展、压缩、收缩等动作产生一系列单纯型，

在满足某个条件的情况下逼近无约束优化问题的最优点。将二者结合起来易于实现，而且程序的适应

性强，计算量小。
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! 算例及分析

! ." 期望穿阈率计算的检验

图 1 为一个二自由度系统，质量 m = 105kg，阻尼系数 c = 106N·S / m，刚度系数  = 108N / m，作用力

P（ t）的功率谱为理想白噪声，其功率谱密度 S0 = 4 .777 > 106N2·S。
用本文的方法计算期望穿阈率，并与文献［9］比较，考虑双壁问题，阈值 J 取不同值的计算结果见表 1。

图 1 二自由度系统

Fig . 1 The two-freedom SyStem

表 1 不同阈值 J 的期望穿阈率

Tab. 1 LeveI croSSing rate with different J

J（cm） 3 .5 3 .75 4 .00 4 .25 4 .50 4 .75

文献［9］ 4 .551 > 10 - 2 1 .832 > 10 - 2 6 .996 > 10 - 3 2 .50 > 10 - 3 8 .400 > 10 - 4 2 .654 > 10 - 4

本文 4 .603 > 10 - 2 1 .860 > 10 - 2 7 .060 > 10 - 3 2 .517 > 10 - 3 8 .432 > 10 - 4 2 .653 > 10 - 4

! .# 空间四杆桁架结构

如图 2 所示，结构系统所用材料的弹性模量!E = 68 . 94Gpa，密度!" = 2772kg / m3，许用应力#=
140Mpa。给定结构系统的最大失效概率 p! = 0 .005；工作寿命为 10 年。各杆横截面积的上下限均为：

Au = 64 .5cm2，A l = 0 .645cm2，激励 f（ t）为零均值平稳高斯过程，其功率密度谱 S f = 1000N2·S。静力

优化时取 f（ t）= 10 000N，安全系数为 2 .5。

图 2 空间四杆桁架

Fig . 2 The 4-bar Space truSS

杆件的横截面积 A 为设计变量。许用应力#即为首次穿越破坏的阈值。广义特征值和特征向量

的求解则采用广义 Jacobi 方法［10］。对于阻尼矩阵，除了明显的非均质体外，均可采用比例阻尼模
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型［10］。故可取 c =!M +"K，其中!= 0 .005，"= 0 .003。考虑双壁问题。计算结果见表 2。

表 2 空间四杆桁架结构的优化结果

Tab. 2 0ptimum resuIts of 4-bar space truss

设计变量 A 1（cm2） A 2（cm2） A 3（cm2） A 4（cm2） WT（kg） Pfs

静力优化 1 .2165 1 .0833 0 .645 1 .1918 4 .9159 4 .762E - 006

动力优化 0 .8206898 0 .7810567 1 .0886 0 .8387685 4 .39453 0 .00499995

其中，静力优化中的失效概率是对其进行动力可靠性评估的结果。动力优化的迭代次数为 19，放大系

数!= 3 .5。

! 结论

本文运用谱分析理论，分析了确定性结构在平稳随机过程激励下的响应特征，结合首超破坏模型，

对基于动力可靠性的结构优化设计模型进行了初步探讨和研究，计算结果表明该方法是合理的、可行

的。

该方法还可以应用于现有结构的结构动力可靠性评估和寿命预估，而且容易转化为在给定结构重

量的条件下，寻求结构最大的动力可靠性的优化模型问题。
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