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并联机构中奇异性的稳定性问题!

沈 辉，吴学忠，李泽湘

（国防科技大学机电工程与自动化学院，湖南 长沙 410073）

摘 要：将映射理论中的临界点稳定性概念引入并联机构的奇异性分析中，提出稳定奇异性和非稳定奇异性的概

念，研究了低维并联机构奇异性的稳定性情况，对几种典型机构的分析验证了这种分类的合理性。提出的分析方法可以

为并联机构的机构设计和控制等方面提供理论依据。
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Stability of Singularity in Parallel Manipulators
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Abstract：This paper introduces the concept of the criticai points stabiiity of the mapping theory into the singuiarity anaiysis
of paraiiei manipuiator and proposes the concept of stabie singuiarity and unstabie singuiarity . Some iow degree-of-freedom par-
aiiei manipuiators are researched into and the resuits verify that the ciassification of singuiarities according to their stabiiity is rea-
sonabie. The proposed method can provide theoretic foundation for the structure design and controi of paraiiei manipuiators.
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并联机构与串联机构相比具有负载大、刚度高和精度高的优点，但存在于并联机构中的各种奇异性

给机构的控制带来一定的困难，如机构在驱动奇异位形下将是不完全可控的［1］。研究并联机构的奇异

性，对机构的设计、路径规划以及控制等方面具有重要的作用，已经受到学者的广泛关注［2 ~ 4］。

目前针对并联机构的奇异性分析多集中在奇异性的性质、分类或计算方法上，很少讨论奇异性与机

构参数之间的关系。一个重要的问题是，存在于并联机构中的奇异点，哪些是可以在机构设计阶段通过

机构参数调整就可以消除的，而另一些奇异点只能在控制中加入其它措施，例如路径规划或冗余驱动方

法加以避免。依照奇异点的这种性质，本文借助映射临界点的稳定性概念，提出并联机构奇异性的稳定

性的概念，并研究机构在这些不同奇异点附近的性质。既然机构在非稳定奇异点处经常出现自运动

（seif-motion）现象，这些对机构本身异常有害的奇异点在机构设计过程中就应该尽量消除。而稳定奇异

点反映了一定结构的机构本身具有的规律，对机构的影响相对较小。了解奇异点的这种性质，将有助于

对机构参数和结构进行优化设计。本文旨在对并联机构中奇异性的稳定性进行初步的探讨，研究的对

象限于平面 2、3 维的简单机构。

1 可微映射的稳定性

考虑两流形之间的可微映射：f：Mm"NI，其微分形式 d f 是两流形切空间之间的线性映射

d f x 1 TxMm" TxNI

定义 1 如果可微映射 f 1 Mm"NI 的微分形式 d f 在点 x#Mm 处降秩，则点 x 称为映射 f 的临界
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点，f 在点 x 处的函数值 f（ x）称为临界值。

定义 2 如果光滑函数在临界点处的二次微分是非退化的二次形式，则称该临界点是稳定的。

例如，函数 y = x 2 的 0 点为稳定的临界点，而函数 f = x 3 在 0 点的临界点是不稳定的。

定义 3 对于可微映射 f 1 I M 1!N 1 和 f 2 I M 2!N 2，如果存在微分同胚 h 和 k，满足

M 1
f
"

1
N 1

# #h k

M 2
f
"

2
N 2

则称映射 f 1 和 f 2 是可微相等（differentiabie eguivaience）的。

可微相等性的概念也可以在集合!（ M，N）上理解，这里的!（ M，N）是流形 M 和 N 之间所有可

微映射所组成的集合。

定义 4［5］ 假设 x$M 处的光滑映射 f I M!N，!（ M，N）是流形 M 和 N 之间所有可微映射所组

成的集合。如果 f 在!（ M，N）上左 - 右微分同胚群作用下的轨道包含 f$!（ M，N）的某个邻域，则 f
被称为是稳定的。

虽然稳定映射的概念十分抽象，但映射的稳定性与临界点之间存在直观的含义［5］：如果某个映射

是稳定的，即使映射形式发生微小改变，映射的临界点也不发生改变，例如 f（ x）= x 2；而如果某个映射

是不稳定的，如果函数形式发生微小改变，函数的临界点也将同时发生改变，例如函数 f（ x）= x 3。图 1
显示了这两种映射的稳定性情况，映射 f（ x）= x 3 在受到扰动后，出现了两个新的稳定临界点。

图 1 临界点的稳定性

Fig . 1 Stabiiity Of criticai pOints

并联机构中的奇异位形一般可以分成位形奇异、驱动奇异和末端执行器奇异等三类，后两种奇异性

本质上是由于驱动关节和末端执行器坐标的引入而产生的对位形空间局部参数化时出现的奇异［2］，这

两种奇异性与驱动关节的位置、数量以及机构参数密切相关。实际上，这些奇异性是机构在不同空间之

间的可微映射的临界点［5］。例如，驱动奇异出现在位形空间向驱动关节空间投影映射的临界点处。这

样，研究这些不同映射的稳定性情况，就可以了解相应的不同奇异性的稳定性。如果映射是稳定的，则

这样的奇异性无法通过机构参数的调整将其消除。

! 稳定奇异点

上述概念虽然不难理解，但判断一个映射是否稳定的过程过于复杂［5］，并且这些不同空间之间的

映射一般不能得到其显式表达。目前研究比较充分的仅限于 2、3 维的低维情况。在实际运用中，常利

用这些奇异点附近的几何性质进行分析判断。

下面讨论一个简单的例子，即 Whitney 映射

y1 = x 3
1 + x 1 x 2

y2 = x{
2

（1）
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它的 Jacobian 矩阵为

!!
!" =

3 " 2
l + " 2 " l[ ]
0 l

（2）

该映射的所有临界点构成一条光滑曲线，该光滑曲线即是该映射的奇异流形，如图 2 所示。

图 2 Whitney 映射及其奇异流形

Fig . 2 The Whitney mapping and singuraiities

Whitney 定理［5］指出，两个 2 维流形间的可微映射存在稳定临界点的充分必要条件是这些临界点

可以用局部坐标表示成下面两种形式之一：

（l）!l = " 2
l，!2 = " 2（foid 点） （2）!l = " 3

l + " l " 2，!2 = " 2（pieat 点）

在临界点处，Jacobian 矩阵的秩小于 2，所有临界点构成奇异曲线 3 " 2
l + " 2 = 0，该 Jacobian 矩阵的

零空间构成沿该奇异曲线的场。这些场可以用平行于 " l 轴的直线段来表示。可以看出，这些直线段

只在 # 点（pieat 点）与该奇异曲线相切，而奇异曲线的其它点都是 foid 点。下面分析一个具体的例子。

图 3 显示了一种平面 2 自由度并联机器人的结构示意图，其中 $ l、$ 2 为驱动关节。该机构的驱动奇异

矩阵为

图 3 二自由度平面并联机构及其奇异位形 （a）非稳定奇异 （b）foid 奇异点 （c）pieat 奇异点

Fig . 3 The 2-DOF pianar paraiiei manipuiator and its singuiarities
（a）unstabie singuiarity（b）foid singuiarity（c）pieat singuiarity
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M =

0 - Zlsin!2 Zlsin!2 0
0 Zlcos!l - Zlcos!2 0

Z2sin"3 - Zlsin!l 0 Zlsin!3

- Z2cos"3 Zlcos!l 0 - Zlcos!











3

（3）

由 det（M）= 0 得到机构驱动奇异的条件 sin（!l -!2）sin（"3 -!3）= 0。由 sin（!l -!2）= 0 得到两个解，

其中，!l =!2 的解对应于图 3（a）的位形情况，既然这时重叠的两个杆长必须相等，该奇异性显然是不稳

定的。下面具体分析!l =!2 +!的解情况。该解构成该机构的整个稳定驱动奇异流形，它是由约束方

程以及!l -!2 =!所定义的 6 维空间中的一条曲线。仿照 Whitney 映射，同样考虑驱动奇异矩阵的该

向量场，通过符号计算，可以得到该向量场的基为

V = csc（!l -"3）sin（!3 -"3）
!
!!l

- csc（!l -"3）sin（!3 -"3）
!
!!2

-
Zlcsc（!l -"3）sin（!l -!3）

Z2
!
!"3

+ !
!!3

（4）

而稳定驱动奇异流形的切向量场为

Y =#l
!
!"l

+#l
!
!"2

+#2
!
!"3

+#3
!
!!l

+#3
!
!!2

+ !
!!3

（5）

其中 #l =
4 Zlcos（

l
2（!l +!2 - 2"2））sin（!l +!2

2 ）sin（!3 -"3）

- 2 Z2（sin（!2 -"2）sin（"l -"3）- sin（!l -"l）sin（"2 -"3））

#2 =
Zl（sin（!3 -"l）sin（!2 -"2）- sin（!l -"l）sin（"2 -"3））

Z2（sin（!2 -"2）sin（"l -"3）- sin（!l -"l）sin（"2 -"3））

$3 =
- 2sin（"l -"2）sin（!3 -"3）

cos（!2 +"l -"2 -"3）- cos（!l -"l +"2 -"3）+ cos（!l -"l -"2 +"3）- cos（!2 -"l -"2 +"3）

当"3 =!3，即 V" Y 时，向量场 V 切于奇异流形，相应的点相当于 Whitney 映射中的 pieat 点（如图 3
（c）），而稳定奇异流形上的其它点相当于 Whitney 映射的 foid 点（如图 3（b））。

! 非稳定奇异性

通过对映射稳定性性质的研究表明，非稳定奇异点常常发生在机构的某些参数满足一定条件的特

殊情况，这时机构常常伴随有自运动的奇异现象，但是通过对机构相应参数的适当调整，破坏奇异产生

的条件，即可在机构设计过程中消除这类奇异性的影响。

图 4 非稳定驱动奇异位形

Fig . 4 The unstabie actuator singuiarity

仍然考虑二自由度平面并联机构，将"l、"2 和"3

同时作为驱动关节，这时的机构驱动关节数目大于机

构的运动维数，机构处于冗余驱动状态。采用冗余驱

动的控制方法大大减少了机构的驱动奇异点。但是当

机构的某些参数满足一定条件时，机构仍然可以呈现

某些特殊的奇异状态。例如当 Bl、B2 和 B3 三点重合

时，机构处于不稳定奇异位形情况，这时的机构出现绕

C 点的内部旋转运动（如图 4 所示）。而一旦改变三个

杆的相对长度，则可以使机构不再出现该奇异位形。

" 小结

采用可微映射的临界点理论研究了存在于并联机

构中的奇异点稳定性问题。依照奇异性与机构参数之

间的关系将并联机构中的奇异点分为稳定奇异点和非稳定奇异点。对几种典型并联机构的奇异分析表

明了这种分类方法的可行性。由于可微映射稳定性分析本身的复杂性，研究只限于低维平面机构情况。

如何分析高维尤其是空间 6 维并联机构奇异性的稳定性将是需要进一步研究的课题。（下转第 44 页）
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图 1 系统瞬时失效率曲线

Fig . 1 Moment faiIure rate of system

确定随机变量分布函数的方法，可以很好地解决小样本，甚至极小样本问题。当前，随着系统结构日趋

复杂化，以及技术条件、经济条件等诸多因素的制约，系统的试验数据越来越有限，因而该技术有很大的

工程应用价值；再次，在曲线拟合的第二阶段，吸收了 Duane 模型简单、直观、易于进行参数估计的优点，

但经典的 Duane 模型只适用于较长投试时间内，可修复系统的可靠性增长试验。对于分阶段试验、不同

场景下的试验，应用上将遇到困难。本文所给出的方法则可以不受此限制，可以很好地解决分阶段试

验，甚至是不同场景下的试验的可靠性增长分析，因而有着很广阔的应用前景。
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