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多进制多维信号集信道容量分析及其计算!

时信华，李 克，朱 江，张尔扬

（国防科技大学电子科学与工程学院，湖南 长沙 410073）

摘 要：描述了信道容量的一般概念，具体就波形信道，连续信道及离散输入连续输出无记忆信道进行了分析，分别

导出了它们的信道容量公式。结合几种常见的多进制多维调制技术 MPSK、MOAM、L 正交信号及其星座分析，给出了

它们信道容量的 Monte-CarIo 模拟以及数值积分模拟，同时分析了由于信号集扩展而带来的编码增益。
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The Analysis and Calculation of the Channel Capacity
for the M-ary Multidimensional Signal Sets

SHI Xin-hua ，LI Ke，ZHU Jiang ，ZHANG Er-yang
（CoIIege of EIectronic Science and Engineering，NationaI Univ . of Defense TechnoIogy，Changsha 410073，China）

Abstract：This paper describes the generaI concept of the channeI capacity，gives a detaiIed anaIysis of the channeI capacity
of the waveform channeI，continuous channeI and the discrete input continuous output memoryIess channeI，then derives their
generaI formuIae of the channeI capacity respectiveIy . Combined with severaI known m - ary muItidimensionaI moduIation tech-
nigues and their consteIIation anaIysis，Monte - CarIo simuIation and the numericaI integraI simuIation are given for their channeI
capacity . FinaIIy the coding gain due to the signaI sets expansion is anaIyzed.
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对于特定调制方案的信道容量的分析，有助于在扩展信号集以获取编码增益与接收机复杂性之间

进行折衷平衡。这种分析是利用 M 进制信号集进行格状编码调制设计必须首先进行的，因为此设计

的前提之一就是进行信号集扩展为编码提供冗余度。

本文中信道容量的分析仅限于传输波形是有限能量的带限波形，这种类型的波形可以表示为 N 维

空间中的矢量，这样对 M 进制信号集的分析就可以转为对信号星座的分析。在信道容量分析中假设：

! 信道噪声为带限 AWGN（功率谱密度为 N 0 / 2）；" 信道模型是无记忆的；# 接收端采用相关检测；

$ 传输波形具有等符号间隔 T。

1 带限输入 AWGN 信道的信道容量

假设 X 和 Y 分别代表输入和输出符号集，它们可以是有限的或是无限的，分别对应于其符号（随机

变量）取值为离散的或是连续的两种情况。信道容量定义［1］为对于所有的信源分布，每个固定信道所

能够获得的最大的信息传输率，即可以获得的最大的互信息量，表示为：

C = max
p（ x）

｛ （ X；Y ）｝= max
p（ x）

｛H（ X）- H（ X I Y ）｝= max
p（ x）

｛H（ Y ）- H（ Y I X）｝［bit / sym］

其单位是比特 / 符号。对于输入和输出都是有限符号集的离散无记忆信道（DMC）而言，其信道容量表

达式很容易得到。以下将主要讨论连续输入连续输出无记忆信道（CCMC）和离散输入连续输出无记忆

信道（DCMC）的信道容量。

1 .1 CCMC 的信道容量

在分析 CCMC 的信道容量之前，先来看看波形信道，其输入｛x（ t）｝和输出｛y（ t）｝一般可用随机过
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程来描述。由于已经假设传输波形是限时限频的有限能量波形，若其时间取值范围为：0! t! T ，并具

有带宽 W ，则输入波形可表示为：x（ t）= "
N

I = I
xI!I（ t），其中 N 为信号空间的维数，N = 2W T ；｛!I（ t），

I = I，2，⋯，N｝是一组标准正交基函数。

这样就在波形 x（ t）和它的坐标矢量 ! =（ x I，x 2，⋯，xN ）之间建立起一一对应的关系。对波形信

道而言，信道输入波形｛x（ t）｝就可以转换成连续型的随机序列 " =（ XI，X2，⋯，XN ），同样地信道输出

波形｛y（ t）｝就可以转换成连续型的随机序列 # =（ Y I，Y 2，⋯，Y N ）。至此，对波形信道的研究就可转

化为对 CCMC的研究，CCMC也可称为连续信道，如图 I。对于 CCMC，由假设条件可知，（ II，I2，⋯，

IN）是一组独立同分布（iic）的随机变量，每个噪声分量服从零均值，方差"2I = N 0 W 的高斯分布，则：

CCCMC = max
p（!）#

 

- 
2N

⋯

-
#
 

- 
 Old

p（!）p（$ I !）Iog2
p（$ I !）

p（$）
c!c$ ［bit / Sym］

可以证明当输入 N 维随机序列（ XI，X2，⋯，XN）中每一分量都服从均值为零，方差"2x = P 的高斯

分布（即 Xi ~ N（0，P），i = I，2，⋯，N），并且相互独立时（此时输入信号｛x（ t）｝具有均值为零，平均功

率 P 的高斯白噪声特性），信道获得最大的信息传输率，即此时达到信道容量，由上式可以推导得出著

名的 Shannon-hartIey公式：

CCCMC =
N
2 Iog2（I + SNR）= W T Iog2（I + SNR）［bit / Sym］，其中 SNR = P

N 0 W

图 I 波形信道转换成连续输入连续输出无记忆信道

Fig . I The tranSform of waveform channeI to CCMC

上式适用于高斯可加波形信道，当信道输入信号是平均功率受限的高斯白信号时，信息传输率才达

到该信道容量。一般实际信道是非高斯波形信道，但高斯白噪声波形信道是平均功率受限条件下的最

差信道，所以香农公式可适用于其他一般非高斯波形信道，由高斯信道所适用的香农公式得出的结果是

非高斯信道的性能（信道容量）的下限值。

! ." DCMC的信道容量

考虑 M 进制信号（符号），｛xm（ t），m = I，2，⋯，M｝，是等符号间隔的有限能量带限波形，即时间范

围受 限 于 0! t! T ，并 具 有 带 宽 W 。同 上，每 个 波 形 可 以 在 一 组 标 准 正 交 集 上 展 开：xm（ t ）
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= E
N

I = 1
xmI!I（ t），m = 1，2，⋯，M ，这样就在每个信号波形 xm（ t）和它的坐标矢量 !m =（ xm1，xm2，⋯，

xmN）之间建立起一一对应的关系。同样地，（ I1，I2，⋯，IN）是一组独立同分布的随机变量，且 Ii ~
N（0，"2），i = 1，2，⋯，N。则信道容量（当输入为等概率分布时信息传输率达到最大值，即信道容量）

为：

CDCMC = max
p（!mi，i = 1，2，⋯，M）E

M

m = 1 
 

-  
N

⋯

-
 

 

-  
fold

P（!）p（" I !）IOg2
p（" I !m）

p（"）
c" ［bit / sym］

= IOg2 M - 1
M（2!"2）N / 2·E

M

m = 1 
 

-  
N

⋯

-
 

 

-  
fold

exp
- I " - !m I 2

2"( )2 IOg2 E
M

i = 1
exp

- I " - !i I 2 + I " - !m I 2

2"( )[ ]2 c"

= IOg2 M - 1
M（!）N / 2·E

M

m = 1 
 

-  
N

⋯

-
 

 

-  
fold

exp（- I t I 2）IOg2 E
M

i = 1
exp - 2 #·$mi - I $mi I( )[ ]2 c #

其单位是比特 /符号。上式中，利用到
" - !m

2"\( )2 = #；
!m - !i

2"\( )2 = $mi。

由上式可以看出，DCMC 信道容量的计算需要 N 维积分，对于此 N 维积分可以采用 N 维数值积

分模拟，而每一维都属于 Gauss-hermite 积分，有关 Gauss-hermite 积分的求积节点以及求积系数的选取

可以参考文献［4，6］。

! 多进制多维调制信号集分析

! ." 脉冲幅度调制 PAM
1 维 M 进制 PAM 信号可以表示为：

xm（ t）= Re［ Amg（ t）e 2!f ct］= Amg（ t）cOs2!f ct，m = 1，2，⋯，M；0S tS T
其中，Am =（2m - 1 - M）d，m = 1，2，⋯，M，实信号 g（ t）称为成形脉冲，用于控制传送波形的频谱；f c
为载波频率，T 为符号间隔。将 PAM 信号按正交集展开，正交集取为：｛!（ t）= 2 /#\ gg（ t）cOs2!f ct｝，

其空间信号点坐标为：xA m =（ Am #g /\ 2），m = 1，2，⋯，M。其中，#g 为 g（ t）的能量。PAM 信号的平均

符号能量为：#au =（ M 2 - 1）d2#g / 6。

! .! 相移键控 PSK
2 维 M 进制 PSK 信号可以表示为：

xm（ t）= Re［g（ t）e 2!（m - 1）/ Me  2!f ct］= g（ t）cOs 2!f ct + 2!
M（ m - 1( )），m = 1，2，⋯，M，0S tS T

将 PSK 信号按正交集展开，正交集取为：

｛!1（ t）= 2 /#\ gg（ t）cOs2!f ct，!2（ t）= - 2 /#\ gg（ t）sin2!f ct｝，其空间信号点坐标为：!m =（ #g /\ 2

cOs（2!（ m - 1）/ M），#g /\ 2sin（2!（ m - 1）/ M）），m = 1，2，⋯，M。其中，#g 为 g（ t）的能量。PSK 信号

的平均符号能量为：#au =#g / 2。

! .# 正交幅度调制 OAM
2 维 M 进制 OAM 信号可以表示为：

xm（ t）= Re［（ Amc +  Ams）g（ t）e 2!f ct］

= Amcg（ t）cOs（2!f ct）- Amsg（ t）sin（2!f ct），m = 1，2，⋯，M，0S tS T
将 OAM 信号按正交集展开，正交集取为：

｛!1（ t）= 2 /#\ gg（ t）cOs2!f ct，!2（ t）= - 2 /#\ gg（ t）sin2!f ct｝，其空间信号点坐标为：!m =（ Amc

#g /\ 2，Ams #g /\ 2），m = 1，2，⋯，M。其中，#g 为 g（ t）的能量。对于信号星座图是矩形（称为 Z2 格的

子集）的情况，信号幅度 Amc和 Ams取自集合｛（2m - 1 - M）d，m = 1，2，⋯，M｝，如图 2 所示。

此时 OAM 信号的平均符号能量为：当 M = 4 时，#au = d2#g；当 M = 8 时，#au = 3 d2#g；当 M = 16
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图 2 OAM 的矩形信号星座图

Fig . 2 RectanguIar signaI space

时，!au = 5 d2!g；当 M = 32 时，!au = 10 d2!g；当 M = 64 时，!au =
21 d2!g。

! ." M 进制 N 维正交信号

M 进制 N 维正交信号集之间的信号是彼此正交的，主要讨论

L - 正交信号，其信号集中包含 V 个相互独立的 LPSK 子集，总的符

号数为 M = V L。所有符号波形等能量!x 且具有相同的符号持续时

间 T，符号集维数 N = V，L = 1，2 时；N = 2 V，L > 2 时。 L - 正交信

号可以表示为如下形式［5］：

xm（ t）= !! x［cos"l#u，1（ t）+ sin"l#u，2（ t）］，m =（ u - 1）L + l；u =
1，2，⋯，V；l = 1，2，⋯，L
其中，0" t" T，!x 为每一信号的能量，也即为 L - 正交信号的平均符

号能量；"l = 2（ l - 1）!/ L；｛#u，1（ t），#u，2（ t），u = 1，2，⋯，V｝为标准正

交函数集。 L - 正交信号的空间星座点坐标可以描述为：

!l =（ !! x cos"l，!! x sin"l，0，0，⋯，0），l = 1，2，⋯，L
!L + 1 =（0，0，!! x cos"l，!! x sin"l，0，⋯，0），l = 1，2，⋯，L⋯

!（ V - 1）L + l =（0，0，0，⋯，!! x cos"l，!! x sin"l），l = 1，2，⋯，L
L - 正交信号的标准正交函数集的选取有许多方法，只要其满足标准正交基的条件即可。可以看

出，在引入 L - 正交信号之后，当 V = M（ L = 1）时，此时 L - 正交信号即为 MFSK 信号；而当 V = M / 2
（ L = 2）时，此时 L - 正交信号即为双正交信号，而当 V = 1（ L = M）时，对应于 MPSK 信号。

# 仿真结果及结论

对于我们前述的几种调制信号集，分别采用 Monte-carIo 仿真和 N 维数值积分仿真对 DcMc 的信

道容量进行了模拟，限于篇幅，文中只给出了一维多进制 PAM（ M = 2、4、8、16）、二维多进制 OAM（ M
= 4、8、16、32、64）以及多维多进制 L - 正交信号（ L = 1，M = V = 2，4，8 时即正交信号和 V = 2，L = 4、

8、16、32、64 时）的信道容量仿真结果，曲线如图 3、图 4 所示。在仿真中，SNR = ES /（ TN 0 W）= 2ES /
（N·N 0）= ES / N·$2，其中$2 为每一维噪声的方差。

图 3 采用 Monte-carIo 仿真时不同调制信号集的信道容量（a）PAM；（b）OAM
Fig . 3 channeI capacity of different moduIation signaI sets by the Monte-carIo simuIation（a）PAM；（b）OAM

由图中可以看出，采用 Monte-carIo 仿真和 N 维数值积分仿真所得到的结果是一致的，但是

Monte-carIo 仿真所需时间较长。在 PAM、OAM 的仿真曲线中也同时绘出了相应的波形信道的信道容
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图 4 采用 ! 重数值积分仿真时不同调制集的信道容量（a）PAM；（b）OAM；（c）正交信号（ " = 1）；（d）" - 正交信号

Fig . 4 ChanneI capacity of different moduIation signaI sets by the N - D numericaI integraI simuIation
（a）PAM；（b）OAM；（c）OrthogonaI SignaIIing（ " = 1）；（d）" - orthogonaI SignaIIing

量，即由香农公式给出的极限曲线。在低信噪比时，它们都较好地逼近香农限。值得注意的是，由仿真

曲线可以看出，通过扩展信号星座集，可以获得可观的编码增益，这就奠定了另一著名领域———格状编

码调制（TCM）技术的基础［3］。TCM 同样是引入可控的编码冗余以降低误码率，但是其编码冗余是通

过扩展信号集来实现的，从而避免了带宽的扩展。通过对多进制多维调制信号集在离散输入连续输出

无记忆信道中的信号容量分析，我们得出了两点结论：一是扩展信号集编码相对于未编码调制系统理论

上可以获得约 7 ~ 8dB 的编码增益；二是通过扩展信号集一倍可以获得几乎全部的编码增益。
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