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求解分层介质结构空域格林函数的固定实镜像法!

李晋文，毛钧杰

（国防科技大学电子科学与工程学院，湖南 长沙 410073 ）

摘 要：空域格林函数的求解是矩量法分析分层介质结构的主要困难，也是关键所在。在离散复镜像技术的基础

上，注意到逆问题解的不唯一性，提出了一种新方法———固定实镜像法（FRIM），即在用一组空域复镜像（表示为复指数

级数和）来拟合谱域格林函数时，根据经典镜像理论给定镜像的实位置，然后用简单的点匹配法来求出相应实镜像的复

幅度。该方法避免了复镜像法中用 Prony 法或广义函数束法（GPOF）拟合的复杂计算过程，提高了计算速度，且物理含

义也更加明确。文中给出了该方法的基本原理，给出一组数值模拟结果，与复镜像法吻合得很好，证实了该方法的有效

性。
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Fixed Real Image Method（FRIM）for Green’s
Function of Multilayer Media

LI Jin-wen，MAO Jun-jie
（CoIIege of EIectronic Science and Engineering，NationaI Univ . of Defense TechnoIogy，Changsha 410073，China）

Abstract：The computation of Green’s function in spatiaI domain is the key difficuIty in soIving muItiIayer structure. Ac-
cording to the nonunigueness of inverse probIem，a noveI method based on discrete compIex image method（DCIM）—fixed reaI
image method（FRIM）is put forward. According to this method，we use fixed images at reaI instead of compIex Iocations to ap-

proximate the spectraI Green’s function，the images reaI Iocations are seIected according to the cIassic image theory，and the
compIex ampIitudes can be obtained using simpIe point match method. This method is simpIer and faster than the compIex im-
age method for avoiding the fitting procedure of Prony or GPOF . A group of computation resuIts are given and vaIidated by
DCIM .
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随着电磁场理论和技术的快速发展，微波集成电路（MIC 和 MMIC）和微带天线中，越来越多地应

用了平面分层介质结构。此外，地球勘探、遥感和电波传播问题中也会大量遇到分层介质结构；分层介

质结构问题的求解因此日益受到研究人员的重视。这类问题的标准解法是建立分层介质结构的积分方

程，然后用矩量法求解，在这类方法中，空域混合位积分方程与电场积分方程、磁场积分方程和混合积分

方程相比积分内核的奇异性较弱，因而受到广泛的重视和应用［2］。在该方法中通常采用数值积分计算

非常棘手的 SommerfeId 积分（SI），非常耗时，是空域矩量法的主要计算瓶颈。近年来，业界提出离散复

镜像理论［3］（DCIM）避免数值积分，受到了广泛重视，并已获一些商业软件应用。

离散复镜像技术首先利用准静近似抽取对应于远谱近场的准动态空域镜像，然后抽取对应近谱远

场的表面波，剩余部分归结为复镜像的作用。求复镜像时用 Prony 法或广义函数束（GPOF）等谱估计方

法将谱域格林函数抽取后的剩余部分，表示为复指数级数的和，然后利用 SommerfeId 恒等式可以得到

闭合形式解。注意到由谱域格林函数抽取后的剩余部分求复镜像的复位置和复幅度具有不唯一性，在

复镜像基础上提出了一种新方法———固定实镜像法（FRIM），即把镜像固定在一组实位置上，镜像的位

置由简单镜像理论来确定，只需要解简单的线性方程组就可以求得相应的复幅度。与基于 Prony 和
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GPOF 的复镜像法相比，FRIM 更简单，计算量更小，可以进一步加快空域格林函数的计算，而且保持了

相当的计算精度，其物理含义也更加明确。

! 分层介质结构的谱域格林函数

对于如图 1 所示的一般平面分层介质结构，第 I 层介质的相对介电常数和相对磁导率（!r ，"r ）记

为（!I，"I），第 I 层的厚度为 iI，电或磁良导体平面和半自由空间也算作单独一层。设源点位于第 i 层

中，场点可以选在任意一层，设在第  层中。

图 1 位于分层介质结构中的源

Fig . 1 The source in multilayer media structure

如图 1 所示的位于分层介质结构中第 i 层的源，经过推导不难得到，当场点与源点同在源层（即  
= i）时的谱域并矢格林函数各分量的解析表达式，以下直接给出与水平电偶极子对应的磁矢量位和电

标量位的源层谱域格林函数中!G A
xx 和!G gex 的表达式［4］
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，其余各项系数 A e
h、Be
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其中 R 和!R 分别表示分层界面上的 Fresnel 系数和广义反射系数。对于场点所在层  < i 时的场，若用

A -
 和 A -

 + 1分别表示第  层（  = i - m）和第  + 1 层中下行波的幅度，T 为传输系数，z m 等于第 i 层下

底板和第  层下底板之间的距离，则 A -
 和 A -

 + 1存在递推关系
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类似地，对于  > i（  = i + m）时，第  层内上行波的幅度为

A +
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根据（9）、（10）两个递推关系式即可得到位于第 i 层内的源在第  层内产生的场。

! 固定实镜像法求闭式空域格林函数

空域格林函数是谱域格林函数的 Haikek变换

G A ，ge = 1
4! SIP

kI!I!H（2）
0 （ I!!） G A ，ge（ I!） （11）

该积分也就是通常所说的 Sommerfekk 积分（以下简称 SI），G 和 G 分别为空域和谱域内的格林函数，

H（2）
0 为 0阶第二类 Haikek函数，SIP表示 SI路径。将谱域格林函数 G 表示为复指数的形式，则可以利

用 Sommerfekk恒等式

e-  Ir

r = 1
2  SIP

kI!I!H（2）
0 （ I!!）

e-  Iz I z I

Iz
（12）

其中

r = !
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即可得到积分的解析表达式，即得到闭合形式的空域格林函数。至此，主要问题转为将谱域格林函数表

示为复指数形式。

为方便说明，首先将谱域格林函数写为统一形式

 G = A F
2 Izi

（14）

固定实镜像法与离散复镜像法同样，需要首先从谱域格林函数中抽取准静态项和表面波项。对于源点

和场点处于同层的情况，如（1）式中直接利用 Sommerfekk恒等式提取首项记作 Fpr ，则

Fpr = e-  Izi I z I （15）

准静态项为 I!  （即频率很低趋于 0）时所对应的贡献，记作 Fst ；第二步是从 F 中抽取表面波项，抽取

后将使积分内核变得光滑。表面波贡献对应于积分内核在 I!平面内极点的留数

Fsw = 2 Izi 
i

2I!iResi

I2! - I2!i
（16）

式中 Resi 表示极点 I!i的留数。经过以上过程，谱域格林函数可写为

 G = A
F - Fpr - Fst - Fsw

2 Izi
（17）

在离散复镜像法中，最后一步是求取复镜像，即将 F - Fpr - Fst - Fsw 用 Proiy 法或 GPOF 法表示为复

指数级数的和；即

F - Fpr - Fst - Fsw =  
N

i = 1
aie-  Izi6i （18）

其中 N 为复镜像的数目。 ai 和 6i 分别为镜像的幅度和位置，都是复数；求出 ai 和 6i 然后就可以利用

Sommerfekk恒等式得到空域格林函数的闭合形式解。

注意到由（18）式求复幅度 ai 和复位置 6i，所得到的解是不惟一的。因此提出了固定实镜像法

（FRIM），即在 Izi平面上选取 N 个固定的实镜像，即

F - Fpr - Fst - Fsw =  
N

i = 1
ai'e-  Izi6i' （19）

与（18）式不同的是，这里 6i'为实数，且已事先确定；这样把 N 个点代入（19）式的两边就可以得到关于

ai'，i = 1，⋯，N 的 N 个方程，求解即可得复幅度 a'i。这样，在固定实镜像法中，避免了复镜像法中复

杂的 Proiy法或 GPOF法计算；同时采样点数也只和选取的镜像数目一样，只采几点就足够了，与复镜
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像法相比要少很多；另外，固定实镜像法在选取镜像的位置上可以有很大的随意性，而复镜像法的采样

点必须选在 kz 平面上的某些固定路径上；在本文中，是根据经典镜像理论来选取镜像的位置，物理意义

非常明确。

! 数值结果

为了验证固定镜像法的有效性，为方便比较，所取实例为与文献［3］完全一样的微带结构：介质厚度

h = 1mm，介质的介电常数为!r = 12 .6；水平电偶极子源位于介质层与上半空间的分界面上，场点也选

取在同一平面上，这是格林函数收敛最慢的情况。

图 2 开放式微带结构

Fig . 2 The open microstrip structure

用固定实镜像法（FRIM）计算了两种最常用的格林函数 G A
xx和 Ggex ，f = 10GHZ。计算时选取了 4 个

镜像，实镜像的位置分别选取为：Ji = - 2 ih，i = 1，⋯，4。图 3 和图 4 分别给出了 G A
xx 和 Ggex 的模拟结

果，并与复镜像法（DCIM）的计算结果进行了比较，不难看出两条曲线符合得相当一致，两者数值上最

大差别小于 2% ，证实了该方法的有效性。

图 3 矢量位格林函数 GA
xx的幅值 图 4 标量位格林函数 G

ge
x 的幅值

Fig . 3 The ampIitude of vector potentiaI GA
xx Fig . 4 The ampIitude of scaIar potentiaI G

ge
x
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