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具有随机寿命的二维期权定价!
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摘 要：由于期权合约在到期日之前可能被终止及标的资产的价格可能会因重大信息的到达而发生跳跃，文中在假

设合约被终止的风险与重大信息导致的价格跳跃风险皆为非系统的风险情况下，应用无套利资本资产定价及 Feynman-
kac 公式，首先研究了标的资产服从连续扩散过程和跳—扩散过程具有随机寿命的交换期权定价，得到相应的定价公式；

然后，研究了标的资产服从跳—扩散过程及利率随机变化具有随机寿命的期权定价，得到相应的定价公式。
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Abstract：OptiOn cOntracts are prObabIy stOpped befOre expire dates and impOrtant events may cause  ump Of underIying as-
sets price. The paper assumes that the twO kinds Of risks，caused by stOchastic stOpping and the  ump Of price，are nOnsystemat-
ic. By means Of nO arbitrage capitaI asset pricing and Feynman-kac fOrmuIa，it first studies stOchastic Iives exchange OptiOns
pricing with the underIying assets Obeying cOntinuOus diffusiOn prOcesses and the underIying assets Obeying  ump-diffusiOn prO-
cesses，and Obtains cOrrespOnding pricing fOrmuIas. And then，it studies the stOchastic Iife OptiOn pricing with the underIying as-
set Obeying  ump-diffusiOn prOcess and interest rate being stOchastic，and ObIains cOrrespOnding pricing fOrmuIa.
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通常认为期权定价问题都有确定的到期日，但期权合约在到期日之前由于种种原因可能被终止，文

献［1］讨论一类服从连续扩散过程的具有随机寿命未定权益定价并推广了 BIack-schOIes 公式。现实中，

一方面，标的资产价格往往受到某些重大信息的影响发生价格跳跃，例如文献［3］；另一方面，利率也可

能是随机变化的。因此，本文利用无套利资本资产定价及文献［2］中的 Feynman-kac 公式，首先研究了

连续扩散过程具有随机寿命的交换期权定价，接着探讨了跳—扩散过程的具有随机寿命的交换期权定

价，最后又研究了利率随机变化、标的资产服从跳—扩散过程具有随机寿命的期权定价问题，推广了文

献［4，5］，得到了更切实际的结果。

1 具有随机寿命的交换期权的定价

1 .1 股票价格服从连续对数正态分布的定价

（1）服从连续对数正态分布的股票价格模型

假设金融市场中有两种股票 !1，!2，其价格分别满足下面的随机微分方程：

d!"（ #）
!"（ #）=!"d # +""d $ "（ #）

" = 1，2

（1）
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其中Hi，O2
i 分别为股票的期望收益率，股票收益率方差，且为常数；z i（ I）为标准布朗运动（ i = 1，2），P

为 z 1（ I）与 z 2（ I）的相关系数。

假设金融市场的另一种资产，即无风险债券 B（ I），满足

dB（ I）= B（ I）rd I
B（0）= 1

（2）

在风险中性世界中，股票的价格可以表示成如下形式：

Si（ I）
Si（0）

= exp［（ r - 1
2O

2
i）I +Oi z i（ I）］

i = 1，2

（3）

（2）具有随机寿命的交换期权满足的偏微分方程

假设期权的到期日为 T，定价日 I 时的价格 V（ S1，S2，I），其中 V（ S1，S2，I）关于 S1，S2 二阶可导

连续，关于 I 一阶可导。期权在到期日 T 之前被终止的时刻 U 服从负指数分布，其参数为X1（常数），该

负指数分布与 z i（ I）（ i = 1，2）是相互独立的；期权在被终止时刻 U 时的损益为［（ S1（ U）- S2（ U））+

- V（ S1，S2，U）］。这里假设期权被终止的风险属于非系统风险。

定理 1 具有随机寿命的交换期权，在定价日 I 时刻的无套利价格 V（ S1，S2，I），应满足下面的随

机偏微分方程：

!V
!I + 1

2O
2
1 S2

1
!2 V
!S2

1
+PO1O2 S1 S2

!2 V
!S1!S2

+ 1
2O

2
2 S2

2
!2 V
!S2

2

+ rS1
!V
!S1

+ rS2
!V
!S2

-（ r +X1）V +X1（ S1（ I）- S2（ I））+ = 0

V（ S1，S2，T）=（ S1（ T）- S2（ T））













+

（4）

证明：对 V（ S1，S2，I）来说，由于它关于 S1，S2 是二阶可导连续，关于 I 是一阶可导，于是由 Ito 公

式有：

d V
V =（!V

!I + 1
2 S2

1O2
1
!2 V
!S2

1
+PS1 S2O1O2

!2 V
!S1!S2

+ 1
2 S2

2O2
2
!2 V
!S2

2

+H1 S1
!V
!S1

+H2 S2
!V
!S2

）/ V d I

+O1 S1
!V
!S1

/ V d z 1 +O2 S2
!V
!S2

/ V d z 2 （5）

又因为期权在 I 时刻被终止的损益为

X1［（ S1 - S2）
+ - V（ S1，S2，I）］d I

故期权在 I 时刻的收益率H1 为

H1 =｛!V
!I + 1

2 S2
1O2

1
!2 V
!S2

1
+PS1 S2O1O2

!2 V
!S1!S2

+ 1
2 S2

2O2
2
!2 V
!S2

2

+H1 S1
!V
!S1

+H2 S2
!V
!S2

+X1［（ S1 - S2）
+ - V］｝/ V （6）

下面考虑一投资组合!。

在该投资组合中包括无风险债券 B，股票 S1，股票 S2 及期权 V ，其比例分别为11，12，13，14

11 +12 +13 +14 = 1 （7）

在组合!中，
d!
!

的随机项为

（12O1 +14O1 S1
!V
!S1

/ V）d z 1

+（13O2 +14O2 S2
!V
!S2

/ V）d z 2

选取12'，13'，14'使得
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K2'Ol +K4'Ol Sl!
V

!Sl
/ V = 0 （8）

K3'O2 +K4'O2 S2!
V

!S2
/ V = 0 （9）

由于期权在到期日 T 之前被终止的风险假设为非系统风险以及投资组合为无套利的，因此有：

Kl'r +K2'Hl +K3'H2 +K4'H1 = 0 （l0）
这样把（6）~（9）代入（l0）式，可以得到具有随机寿命的交换期权满足的偏微分方程（4）式。

（3）具有随机寿命的交换期权的定价公式

定理 2 定价日 t 时刻的无套利价格

V（ Sl，S2，t）= e-Xl（ T - t）M（ Sl，S2，T - t，1 2）+Xl"
T

t
e-Xl（ U - t）M（ Sl，S2，U - t，1 2）cU （ll）

其中，M（ Sl，S2，T，1 2）= Sl N（ dl）- S2 N（ d2）；

N（·）为标准正态分布函数，dl =
ln（ Sl I2）+

l
2 1 2T

1#T
d2 = dl - 1#T
1 2 =O2l - 2POlO2 +O

2
2

证明：对偏微分方程（4）应用 Feynman-kac公式得：

V（ Sl，S2，t）= e-（ r +Xl）（ T - t）"
+ 

- "
+ 

- 
｛Slexp［（ r - l

2O
2
l）（ T - t）+Ol T -# t x］

- S2exp［（ r - l
2O

2
2）（ T - t）+O2 T -# ty］｝+ l

2#K
exp（-（ x + y）2）cyc x

+Xl"
T

t
e-（ r +Xl）（ U - t）"

+ 

- "
+ 

- 
｛Slexp［（ r - l

2O
2
l）（ U - t）+Ol U -# t x］

- S2exp［（ r - l
2O

2
2）（ U - t）+O2 U -# ty］｝+ l

2#K
exp（-（ x + y）2）cyc xcU

= e-Xl（ T - t）M（ Sl，S2，T - t，1 2）+Xl"
T

t
e-Xl（ U - t）M（ Sl，S2，U - t，1 2）cU

! ." 股票价格服从跳—扩散过程的定价

股票价格服从跳—扩散过程的模型

cSi（ t）
Si（ t）=（Hi -X2 Ii）c t +Oic z i（ t）+ cg（ t） i = l，2 （l2）

其中 g（ t）为参数为X2 且与 z i（ t）（ i = l，2）相互独立的 Possion过程。

Ii =E（ Y i - l），其中（ Y i - l）为假如 Possion事件发生时股票价格的相对增长且 Y i 为随机变量，E
为关于 Y i 的期望算子；参数为Xl 的负指数分布与 z i（ t）（ i = l，2）、g（ t）相互独立。

说明：O2i（ i = l，2）为无跳跃发生情况下的方差。

在风险中性世界中，股票价格可表示为

Si（ t）
Si（0）

= exp［（ r - l2O
2
i）T+Oi z i（ t）］Y i（ I）

其中 Y i（ I）= Y il Y i2⋯ Y iI，I 为服从参数为X2 t 的 Possion分布，EI 为关于 Y i（ I）的期望算子，i = l，2，
其余的描述同 l .l的（l）、（2）。

定理 3 具有随机寿命的交换期权的价格 V（ Sl，S2，t）所满足的偏微分方程：

!V
!t +

l
2O

2
l S2l!

2 V
!S2l

+POlO2 Sl S2
!2 V
!Sl S2

+ l2O
2
2 S22!

2 V
!S22

+（ r -X2 Il）Sl!
V

!Sl
+（ r -X2 I2）S2!

V
!S2

-（Xl + r）V
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+X2E［ V（ S1 Y 1，S2 Y 2，I）- V（ S1，S2，I）］

+X1（ S1 - S2）+ = 0 （13）
其终值条件 V（ S1，S2，T）=［ S1（ T）- S2（ T）］+

证明：类似定理 1。
定理 4 具有随机寿命，且资产服从跳—扩散过程的交换期权的价格 V（ S1，S2，I）为：

V（ S1，S2，I）= !
 

I = 0
e-XT

（X2T）I

I！ EI（M（ A，B，T，1 2））

+X1"
T

I
e-X1T1!

 

m = 0

（X2T1）m
m！ Em（M（I， ，T1，1 2））cU （14）

其中 X=X1 +X2，T= T - I，T1 = U - I
A = S1 Y 1（ I）e-X2 I1T，I = S1 Y 1（m）e-X2 I2T1

B = S2 Y 2（ I）e-X2 I2T， = S2 Y 2（m）e-X2 I2T1

证明：对（13）式应用 Feynman-kac公式得

V（ S1，S2，I）= e-（ r +X1）（ T - I）!
 

I = 0
e-X2（ T - I）·

［X2（ T - I）］I

I！

EI｛"
+ 

- "
+ 

- 
｛S1exp［（ r -X2 I1 -

1
2O

2
1）（ T - I）+O1 T -# I x］Y 1（ I）

- S2exp［（ r -X2 I2 -
1
2O

2
2）（ T - I）+O2 T -# Iy］Y 2（ I）｝+

1
#2K

exp（-（ x + y）2）｝cyc x｝

+X1"
T

I
e-（X1+ r）（ U - I）!

 

m = 0
e-X2（ U - I）·

［X2（ U - I）］m

m！

Em｛"
+ 

- "
+ 

- 
｛S1exp［（ r -X2 I1 -

1
2O

2
1）（ U - I）+O1 U -# I x］Y 1（m）

- S2exp［（ r -X2 I2 -
1
2O

2
2）（ U - I）+O2 U -# Iy］Y 2（ I）｝+

1
2#K
e-（ x + y）

2
cyc x｝cU

= !
 

I = 0
e-（X1+X2）T·

（X2T）I

I！ EI（M（ S1 Y 1（ I）e-X2 I1T，S2 Y 2（ I）e-X2 I2T，T，1 2））

+X1"
T

I
e-（X1+X2）T1·!

 

m = 0

（X2T1）m
m！

·Em（M（ S1 Y 1（m）e-X2 I1T，S2 Y 2（m）e-X2 I2T1，T1，1 2））cU

! 具有随机寿命且利率随机变化的欧式买权定价

假设金融市场有两种资产，一种债券 B（ I）满足

cB（ I）
B（ I）=H1c I +O1c z 1（ I），

0$ I$ T，B（ T）= 1

（15）

令 A（ I）= B（ I）X（X 为期权执行价格）

另一种为股票 S（ I）满足：

cS（ I）
S（ I）=（H2 -X2 I）c I +O2c z 2（ I）+ cg（ I） （16）

其中，H1，O1 分别为债券价格的增长率，债券价格的波动率；H1 为随机变量，O1 为常数；H2，O
2
2 分别为股

票的价格的增长率，无跳跃发生时股票价格增长率的方差，H2，O2 为常数，z（ I）（ i = 1，2）为标准布朗运
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动，g（ t）为参数为K2 且与 z i（ t）（ i = 1，2）相互独立的 Possion 过程； =E（ Y - 1），其中 Y 为 Possion 事

件发生时的股票价格的相对增长，Y 为随机变量，E为关于 Y 的期望算子，定义EI 为关于 Y（ I）的期望

算子，Y（ I）= Y 1 Y 2⋯ YI，I 为服从参数K2 t 为的 Possion 分布。

假设期权的到期日为 T，定价日 t 时刻的期权价格为 V（ S，A，t），V（ S，A，t）关于 S、A 二阶可导

连续，关于 t 一阶可导。期权在到期日前被终止的时刻 U 服从参数为K1 的负指数分布，在 U 时刻期权

的损益为K1［（ S（ U）- XB（ U））+ - V］cU。该负指数分布与 g（ t）、z i（ t）（ i = 1，2）相互独立。

假定期权在到期日前被终止的风险与跳跃风险皆为非系统风险。

定理 5 具有随机寿命且利率随机的欧式买权在 t 时刻的无套利价格满足的偏微分方程为：

!V
!t + 1

2O
2
1 S2!2 V
!S2 +PO1O2 SA !

2 V
!S!A + 1

2O
2
2 A 2!2 V
!A 2

-K2  S!
V
!S -K1 V +K1（ S - A）+

+K2E［ V（ SY，A，T）- V（ S，A，T）］= 0 （17）

终值条件为：V（ S，A，T）=（ ST - X）+

证明：对 V（ S，A，t）应用 Ito 公式有

c V =［!V
!t + 1

2O
2
2 S2!2 V
!S2 +PO1O2 SA !

2 V
!S!A + 1

2O
2
1 A 2!2 V
!A 2

+K（P2 -K2  ）S!V
!S +P1 A!

V
!A

+K2E（ V（ SY，A，t）- V（ S，A，T））］c t

+O1 A!
V
!A c z 1 +O2 S!

V
!S c z 2

=P̂c t +O1 A!
V
!A c z 1 +O2 S!

V
!S c z 2

期权在 t 时刻被终止产生的损益为K1［（ S - XB）+ - V］c t
故期权在 t 时刻的增长率P1 为

P1 =P̂ / V +K1［（ S - XB）+ - V］/ V
下面考虑一投资组合：

设投资组合中包含有债券 A，股票，期权，其比例分别为K1，K2，K3，且

K1 +K2 +K3 = 0 （18）

投资组合的随机项为：

（K1O1 +K3O1 A!
V
!A ）c z 1 +（K2O2 +K3O2 S!

V
!S ）c z 2

选取K1'，K2'，K3'消除组合的随机项，即

K1'O1 +K3'O1 A!
V
!A / V = 0 （19）

K2'O2 +K3'O2 S!
V
!S / V = 0 （20）

由于期权被终止的风险与跳跃风险皆为非系统风险，因此，若该组合为无套利的，则

K1'P1 +K2'P2 +K3'P1 = 0 （21）

由（18）~（21）式可以得到

P1 -P1

P2 -P1
=

A!V
!A - V

V （22）

［ A!V
!A - V］/ V = S!V

!S / V （23）

式（22）与（23）联合及把P1 代入即得（17）式。

79冯广波等：具有随机寿命的二维期权定价



定理 6 具有随机寿命且利率是随机变化的服从跳—扩散过程的欧式买权的价格 V（ S，B，t）：

V（ S，B，t）= !
 

I = 0
e-（R1+R2）T

（R2T）
I

I！EI［ M（ SY（ I）e-R2 IT，A，T）］

+R1"
T

t
e-（R1+R2）T

（R2T1）m

m！ Em［ M（ SY（m）e-R2 IT1，A，T1）］CU

其中 T= T - 1，T1 = U - t；
M（C，A，̂T）= CN（ d1）- AN（ d2）；

d1 =
in（C / A）+ 12 1 2T̂

1 #̂T
， d2 = d1 - 1 #̂T；

1 2 =O21 +O22 - 2PO1O2。
证明：略。

说明：由于利率是随机的，即：

CB（ t）
B（ t）=I1C t +O1C z 1（ t） 0$ t$ T

B（ T）= 1
（17）式与（13）式比较，可以发现：若把 XB 看成一种资产，（17）式是（13）式中 S2 服从连续布朗运

动，且利率为 0的特殊情况。
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