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元胞法模拟非线性弹性层合材料中的应力波!

徐明利，张若棋，张光莹

（国防科技大学理学院，湖南 长沙 410073）

摘 要：元胞法（Method of CeII）是在有效刚度理论的基础上发展起来的新方法，可以用来构造具有周期性结构单元

的材料的本构，也可以用来模拟应力波在材料中的传播问题，尤其是具有分层结构的材料。本文中给出两种常见的初值

条件，并利用该方法模拟了非线性弹性材料的动态响应，研究了波在该层合材料中的振荡现象。
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Simulation of the Stress Wave in Laminated Nonlinear
Materials with MOC

XU Ming-Ii，ZHANG Ruo-gi，ZHANG Guang-ying
（CoIIege of Science，NationaI Univ . of Defense TechnoIogy，Changsha 410073，China）

Abstract：The method of ceII，based upon the effective stiffness theory，can be appIied to construct the constitutive egua-
tions of materiaIs with periodicaI structure，especiaIIy Iaminated materiaIs，and simuIate the propagation of stress wave. In this

paper，two kinds of initiaI conditions are Iisted for the simuIation of dynamic response of nonIinear eIastic materiaIs according to
this method，and the osciIIations of stress wave in Iaminated materiaIs are researched.

Key words：method of ceII；stress wave；dynamic response；nonIinear eIasticity

随着复合材料的应用越来越广泛，研究复合材料动态响应方面的数值模拟方法日益重要。在各种

数值模拟方法中，比较理想的方法是能从细观力学角度把实际的复合材料等效成具有细观结构的均匀

连续介质，从而能反映复合材料的细观结构对其宏观响应的重要影响。MOC（Method of CeII）方法便是

其中一种新方法。MOC 方法最初被用来从细观角度构造复合材料的本构关系，其基本思想是引入代表

性体元（Representative VoIume EIement，RVE），它在空间的周期性层叠可构成宏观上等效的均匀连续

复合材料。

MOC 方法是由众多研究者的共同努力而逐步发展起来的。Sun、Achenbach 等提出了有效刚度理

论（Effective Stiffness Theory，EST）［1］，并提出了将位移在层合材料的各分层内作有限阶展开的观念，可

以近似描述弹性层合复合材料的宏观动态响应。DrumheIIer、Bedford 应用 EST 来确定弹性层合材料内

的动态位移及应力［2］，并建立了用高阶展开式描述 RVE 动态响应的理论公式，以自洽的方式扩展了位

移连续条件，并引进了应力连续条件，将应力及位移边界条件表达成与该理论相符合的形式。他们的主

要贡献是形成了平滑处理（Smoothing Operation）的均匀化技术［3］，通过该手段，可以从 RVE 的动态响

应构造等效的均匀连续模型。

Aboudi 在上述基础上提出元胞法［4］，将动量守恒关系转化为按元胞平均的应力矩方程，并将边界

条件、位移和应力连续条件、运动方程和材料的本构关系相结合，建立起位移展开式中的元胞系数的封

闭方程组。MOC 方法最初被用来从细观角度构造复合材料的本构关系，其基本思想是引入代表性体元

RVE，它在空间的周期性层叠可构成宏观上等效的均匀连续复合材料。这种思想在处理具有周期结构

的复合材料中是常见的。近几年，CIements 等人用 MOC 方法模拟飞片打靶问题［5］，取得了与实验相符
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的结果。这为研究冲击波在层合材料中传播问题提供了一种新的数值计算方法。我们将这种方法用于

研究层合材料中弹性应力波的传播规律。

! 元胞法的基本原理［"，#］

! .! 基本理论

Aboudi 等最初考虑的是由两种材料周期性层叠而成的层合材料，每相邻两薄层组成一个元胞

（ceII），组成元胞的每一薄层称为亚元胞（subceII）。而实际上薄层不一定具有周期性，更为一般的做法

是，直接将每一薄层作为一个元胞（ceII），用 P 标记，其厚度为 i，密度为P。对于平面波沿垂直于层面

方向 x l 轴传播的情况，在每个元胞内引进局部坐标系!x p。!x p 的原点位于各元胞的中心，并与 x l 轴同

向，各元胞的中心位置记为 x（ p）
l ，如图 l 所示。

图 l 层合材料结构示意图

Fig . l Schematic of Iaminated system

用 MOC 方法研究层合材料的力学性能和动态响应，首先将元胞内的位移场沿坐标轴作关于!x p 的

Legendre 多项式展开［4］，由于层合材料具有周期性结构，仅取第 P 个元胞进行分析：

U（P）
l （!x p，t）= "

N

i = 0
U（P）

i Pi（2!x p / iP） （l）

U（P）
2 = 0，U（P）

3 = 0 （2）

其中：iP 是元胞 P 的厚度，U（P）
i （ i = 0，l，2）是元胞系数。研究表明［5］，一阶 MOC 方法只能定性地反映

元胞的动态响应。理论上，展开阶次愈高，愈精确，但数学上更为烦琐，二、三阶 MOC 方法已能较细致

地描述元胞的动态响应，因此将 U（P）
l 展开至二阶是合适的。

为确定元胞系数，还需要引入相邻元胞界面上的位移和应力连续性条件，以及各个元胞的运动方

程。

#［O（P）
ll（!x p，t）+ g（P）（!x p，t）］/#!x p =PPi（P）

l （!x p，t） （3）

对于元胞 P，PP 是密度，O（P）
ll 是 x l 轴向应力（为方便计，以下省去表示轴向的下标），g（P）是人工粘性，定

义如下：

g（P）（!x p，t）=TPiP EPP$ P
~E（P）（!x p，t） （4）

其中粘性系数TP 的量级为 l0 - 2左右，将（3）式两边乘以（!x p）m 并对!x p 积分，取 m = 0，l，2，不难得到在

元胞层界面处的近似动量守恒方程［6］。

MOC 方法处理层合材料的动态响应问题，理论上适用任意形式的本构方程，本文中主要考虑的是

非线性弹性本构［4］。

O（P）!x p，( )t = EPE（P）!x p，( )t + l
2 Ep*［E（P）!x（O），( )t ］2 （5）

EP，Ep*是弹性模量，其中 EP 与 x l 轴向的纵波速度关系为 CP
L = EP /P$ P。

! .$ 求解方法

位移作二阶展开后，每个元胞的位移包含 3 个元胞系数 U（P）
i （ i = 0，l，2）。确定了这些系数就可以

得到任意时刻的位移，由此可以求得应变和粒子速度，再利用非线性弹性本构关系可求出应力。因此，
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MOC 方法的关键是求解元胞系数。由元胞 P 与两个相邻元胞的界面上的应力、位移连续性条件，及元

胞 P 的近似动量守恒方程，可组成求解 N 个元胞的 3N 个元胞系数的封闭方程组，在适当的边界条件

和初始条件下可以唯一确定位移展开式中的元胞系数。将这 3N 个方程按一定顺序写成矩阵形式，便

得到：

A"@ + B'@ = R（ I） （6）

其中 A 为 3N 阶方阵，其各元素仅与层合材料各层的密度及厚度相关，B 也是 3N 阶方阵，对应于人工

粘性项，其各元素取决于粘性系数、各层的密度及厚度。@（ I）是由各元胞系数组成的列向量。

@（ I）= U（l）
0 （ I），，U（l）

l （ I），，U（l）
2 （ I），U（2）

0 （ I），U（2）
l （ I），，U（2）

2 （ I），⋯，U（ N）
2 （ I( )） T （7）

列向量 R（ I）由方程组中不含时间导数的项组成。方程（6）是通过差分法来近似求解的

@（ I +!I）=（!I）2［A + B］- lR（ I）+ 2［A + B］- lA@（ I）-［A + B］- l［A - B］@（ I -!I） （8）

! 初值条件

方程组（6）是关于时间的二阶微分方程组，在数值求解时，需要知道 I = 0 时刻和 I =!I 时刻的元

胞系数值。以开始加载或碰撞刚接触时刻为零时刻，在零时刻材料未发生动态响应，所有元胞系数均为

零，因此只需确定 I =!I 时的初值。

! ." 模拟应力入射时的材料响应

研究弹性波在由 304 不锈钢和 PMMA 层叠而成的非线性弹性材料中的传播问题。主要参数见表

l。波的传播方向垂直于铺层方向。施加的外载荷作用于 x l = 0 的界面上，并垂直于层界面，即沿 x l

轴方向。采用文献［4］中的外载荷!（ I），不同上升沿的外载荷!（ I）随时间的变化如图 2 所示，!0 为单

位应力，其中图（a）中的波上升沿陡峭，而图（b）和（c）中的上升沿平缓。

表 l 材料常数及厚度［4］

Tab. l MateriaI properties and thickness

弹性模量 E（GPa） 弹性模量 E'（GPa） 密度"（kg / m3） 厚度 i（cm）

304 stainIess steeI l4 . 7l - lll2 . 0 7 . 896 X l03 0 . l

PMMA 9.027 - l3l . 2 l . l85 X l03 0 . l

有外载荷作用时，元胞 l 的外界面上满足

!（l）（ - il / 2，I）=!（ I） （9）

第 N 元胞的外界面为自由面时，满足，

!（ N）（ + iN / 2，I）= 0 （l0）

用（9）、（l0）式分别替代方程组（6）中的第一个和最后一个方程，方程组仍保持封闭性。

计算时，时间步长取得足够小，使得 I =!I 时刻的应力波尚在元胞 l 之内传播，因而元胞 l 左界面

的速度在 I =!I 时为［6，7］：

'U（ - il / 2，!I）=
c（l）
L
El
!（!I） （ll）

其中，c（l）
L 是元胞 l 中沿 x l 方向的纵波速度，El 为其弹性模量。由元胞 l 两边界在 I =!I 时刻的位移

及应变状态，可求得 I =!I 时刻的元胞系数之值：

U（l）
0 （!I）=

'U!I
3 ，U（l）

l （!I）= -
'U!I
2 ，U（l）

2 （!I）=
'U!I
6 （l2）

除元胞 l 之外，其余各元胞的元胞系数初值均为零。

! .! 模拟碰撞

考虑厚度为 lcm 的 304 钢飞片以速度 V 0 平面撞击上述由 304 不锈钢和 PMMA 构成的层合材料

靶，碰撞的方向垂直于铺层方向。飞片为均匀材料，但在模拟中可将其进行虚拟分层，等分成 Pc 个层。

在碰撞过程中，整个系统（包括飞片与靶）从 l 到 N 统一编号。因此碰撞发生在元胞 Pc 与元胞（Pc +
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图 2 不同上升沿的入射波（!t = 1 .1 X 10 - 8s）

Fig . 2 Profiies of incident stress waves with different up-rising time（!t = 1 . 1 X 10 - 8s）

1）之间。计算时 Pc 取为 10。

为得到形如（6）式的方程组并利用（8）式进行求解，需用新的飞片 - 靶系统的自由边界条件分别替

代方程组（6）中的第一个和最后一个方程，并确定 t =!t 时刻的元胞系数。事实上，总可以找到这样的

步长!t，使得在 t =!t 时刻，由碰撞引起的应力波仍在元胞 Pc 和元胞（Pc + 1）内传播，不难得到 t =
!t 时刻的初值。

在 t =!t 时刻，元胞 1 至元胞（Pc - 1）未受扰动，元胞系数为

U（P）
0 （!t）= V 0!t，U（P）

1 （!t）= 0，U（P）
2 （!t）= 0 （13）

同理，元胞（Pc + 2）至元胞 2N 的元胞系数为

U（P）
0 （!t）= 0，U（P）

1 （!t）= 0，U（P）
2 （!t）= 0 （14）

而元胞 Pc 与元胞（Pc + 1）的元胞系数为：

U（PC）
0 （!t）=

（ V 2 + V 0）!t
3 ，U（PC）

1 （!t）=
（ V 2 - V 0）!t

2 ，U（PC）
2 （!t）=

（ V 2 - V 0）!t
6 （15）

U（PC + 1）
0 （!t）=

V 2!t
3 ，U（PC + 1）

1 （!t）= -
V 2!t
2 ，U（PC + 1）

2 （!t）=
V 2!t
6 （16）

其中：V 2 = V 0 / 1 +!，!= "PC + 1 EPC + 1 /"PC
EP! C

。

以上两种初值条件中均忽略了本构中的非线性弹性项，对于含非线性项的本构，上述初值条件仍可

作为近似值参入计算。

! 计算结果及分析

依据上述方法用自编程序计算了半无限层合材料中固定位置处的应力。图 3 是元胞 40 与元胞 41
的界面上（ x 1 = 4cm）的应力随时间的变化。其中图（a）、（b）和（c）分别对应于图 2 中（a）、（b）和（c）三种

脉冲加载下的结果。为比较起见，计算了非线性弹性材料的响应（实线）和线弹性材料（Ep' = 0）的响应

（虚线）。无论哪种材料，在图 3（a）中，应力波形均有明显的振荡，测量应力“#0 - 峰顶 -#0 - 谷底 -#0”

的时间间隔，发现随着时间的推移，振荡逐渐具有周期性。振幅随时间逐渐衰减，从衰减的趋势可以看

出，应力波将平衡于入射波的峰值#0。而图 3（b）和（c）中，基本上观察不到振荡现象。这表明，层合材

料中的应力振荡与入射波的上升沿相关，入射波的上升沿越短，振荡越明显，上升沿越宽振荡越不明显，

当上升沿大于某长度时，基本上观察不到应力的振荡。

为比较起见，还计算了半无限 304 钢（非线性弹性和线弹性）在图 2 中的应力波作用下的响应。为

保持相同的计算条件，将 304 钢进行了人工分层，总层数也保持相同，每层厚度 d 也为 0 .1cm；人工粘性

系数$也保持相同。图 4 是 x 1 = 4cm 处，即元胞 40 与元胞 41 界面上的应力随时间的变化。从图 4 中

均观察不到振荡现象，这表明，即使是在短上升沿的脉冲加载下，对于均匀材料，材料的非线性弹性和人

为分层都不会导致应力的振荡，从侧面反映了振荡与层合材料的非均匀性有关。
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图 3 层合材料在不同应力脉冲加载下 !l = 4cm
处的应力波比较

Fig . 3 Comparison of the profiies of waves at
!l = 4cm in biiaminate

图 4 均匀材料在不同应力脉冲加载下 !l = 4cm 处

的应力波比较

Fig . 4 Comparison of profiies of waves at !l = 4cm in
304 stainiess steei

为研究分层厚度与应力波振荡周期的关系，在图 2 中的脉冲（a）加载下，分别计算了 " = 0 # 4cm 和

" = 0 #lcm 两种厚度下元胞 40 与元胞 4l 的界面上的应力波。当采用无量纲时间，并将 " = 0 #4cm 时的

时间单位设为 " = 0 #lcm 时的四倍时，发现两条应力波曲线重合，见图 5。这表明当单层厚度增为原来

四倍时，振荡周期也增加到四倍，进一步表明应力波的振荡与层合材料的非均匀性有关。同时还可看

出，应力波的衰减规律也很一致。

当人工粘性系数!分别为 0 和 0 #05 时，计算得到的该非线性弹性层合材料中的应力波形如图 6 所

示。当!= 0 时，应力波振荡现象比!= 0 #05 时要明显。因此 MOC 方法中人工粘性可以改善应力波，

但不能消除这种振荡。

图 5 不同厚度的非线性弹性层合材料中相同元胞处

的应力波形比较（上升时间 = l0!$）
Fig . 5 Comparison of stress profiies at the same

ceii in noniinear eiastic iaminates of different
thickness（up-rising time = l0!$）

图 6 不同人工粘性对非线性弹性层合材料中

应力波形的影响（上升时间 = l0!$）
Fig . 6 Infiuence of different artificiai viscosity

on stress profiies in noninear eiastic iaminates
（up-rising time = l0!$）

最后，MOC 方法应用于模拟飞片撞靶问题，第一种靶为非线性弹性 PMMA，第二种靶为上述的半

无限非线性弹性层合材料。用 lcm 厚的 304 钢作飞片，初速度取为 20m / s。定义碰撞刚接触时刻为零

时刻。图 7 和图 8 分别是用 MOC 计算得到的 PMMA 和层合材料中元胞 30 右界面上（ ! l = 3cm）的应

力波。在图 7 中，可看见一系列的应力平台。标为 A 的第一个应力平台是由右传的压缩波导致的。当

沿相反方向传播的压缩波到达飞片的自由表面时，反射稀疏波，该稀疏波透射进入靶中，靶中的应力波

强度就降低了，当一系列稀疏波透射到靶中，应力最终降到零。同样，一系列稀疏波透射进层合材料靶

中，但层合材料中没有形成一系列的应力平台，而是振荡的，见图 8，应力的强度最终也降到零。
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图 7 PMMA 靶中 !1 = 3cm 位置上的应力波形 图 8 层合材料靶中 !1 = 3cm 位置上的应力波形

Fig . 7 ProfiIe of stress in PMMA target at !1 = 3cm Fig . 8 ProfiIe of stress in Iaminate target at !1 = 3cm

! 结束语

非线性弹性层合材料中应力波的振荡与加载波的上升沿有关，上升沿越宽，振荡越明显；振荡还与

层合材料的非均匀性有关，均匀材料的人工虚拟分层并不会导致应力波的振荡；在 MOC 方法中，施加

人工粘性能改善应力波形。
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