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基于选择准则的参数模型评价方法
*

段晓君,王正明
(国防科技大学人文与管理学院, 湖南 长沙  410073)

摘  要:为评价参数模型的优劣, 分析了模型信息量与数据被模型拟合后的残差信息量之间的关系 ,提出

了综合考虑模型拟合残差大小、残差信息量与参数数目的一种模型选择的新方法 RIA。结合 RIA方法,定义

了时序模型评价的一种准则,并以航天测量数据处理为例,说明了不同模型在工程实际中的不同表现和本质

区别的意义所在。
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Abstract: There is no uniform frame for evaluating a parametric model. A new criterion named by RIA for the model selection is pr-

esented which synthetically considers the approximation precision, sparsity of parameters and the residual information. Here the residual

information with Gauss distribution is measured by relativity of the residual. According to a simple thought that the whole system is com-

prised of model information and residual information after modeling the data. This new criterion is transformed into a measurement form

for model information. And its reasonability is demonstrated here by theoretic analysis with the application in space data processing .
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模型是科学研究的基础, 参数模型是一种重要的模型类。对参数模型而言,模型选择和参数求解是

数据处理中非常关键的问题。一个好的模型,除了能够最大限度地发掘提取先验和测量数据中的信息,

还应该有较为简单的形式。参数模型的选择及评价包括模型类的选择和已知模型的阶数确定。

本文考虑模型:

y ( t ) = f ( t ) + e ( t ) ,  t I I ( 1)

其中 y 为观测数据, f 为真实信号, e为测量误差(不妨先假定 e 为 Gauss白噪声)。这里模型的选择即

包括描述 f 的基函数类选取与定阶。

关于给定模型类的定阶问题, 已有研究主要是在模型的拟合度和复杂性之间进行折衷。通过对拟

合优度( fitness)和参数稀疏性( sparsity)的平衡,研究者
[1~ 8]
提出了许多模型定阶准则,如 AIC

[ 1]
, BIC

[2]
,

MDL
[ 3]
等。对于 CV, FPE, MAP, CME 等准则也有一些研究成果

[ 4~ 8]
。FPE 和 BIC 均是 AIC 准则的变

形
[ 4]
;而MAP需要知道参数先验分布, 但先验的选择有一定困难

[ 4]
。文献[ 4~ 8]对各种方法的对比作

了理论和计算上的说明, 特别是文献[ 7]中给出了基于不同模型类的各类定阶方法比较。概括说来,除

CV准则外,其它的都采用了惩罚项,这一类中又以MAP 准则最为灵活(因为其惩罚项是根据模型不同

而自适应变化的) ,效果也很好
[7, 8]
。另外, BIC准则与 MDL 准则的估计结果在渐近统计意义上是一致

的
[ 5]
。关于模型类(基函数类)的选择,则远远没有模型定阶那么简单。首先要考虑的是先验信息

[ 9~ 12]
,

在几类先验模型中, 再根据不同的准则进行选取
[ 9, 10]
。

本文研究基于以下思想:在对数据建立模型后,信源或系统的信息表现为两部分, 一部分就是模型
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表现的确定性信息, 另一部分是残差体现出来的信息。相应地, 若残差所含信息量越少,相对应的模型

所体现的信息量就越大。

本文考虑了残差白化程度的因素,将模型的信息量(包括观测数据和先验分布中信息的利用效率)

与残差的相关性及模型系数的稀疏性结合起来,在已有方法的基础上, 基于Gauss分布噪声提出了一种

模型选择的新准则 RIA,并将这种准则转化为模型信息的一种度量方式,还给出了一个航天测量数据处

理的应用算例。

1  同一模型类下基于残差信息量的模型定阶准则

1. 1  残差的分布假设

针对线性模型, 分析不同模型处理后的残差序列。首先假设真实模型为:

Y= H k0Bk0+ E ( 2)

E~ N ( 0, R
2
I ) , 为Gauss白噪声。假设用 k 阶模型去拟合, 有:

Y= H kBk+ Ek ( 3)

则拟合残差为:

ek = Y- H kB̂k= [ I- H k ( H
T
k- H k )

- 1
H

T
k ] Y ¦ PkY= Pk ( H k0Bk0+ E) ( 4)

由于正态分布的线性组合仍为正态分布,易知 e k也是 Gauss类噪声。且只有当 k= k 0时,残差才是

零均值的。以下分析均在残差为 Gauss分布的假设下进行。

1. 2  基于残差信息量的模型定阶准则

几种常用准则均是综合考虑模型拟合精度和参数个数两方面的因素, 即权衡模型适用性和复杂性

而提出的。但是,对于信息量而言,同样的拟合精度可能有着不同的表现。

在N 维零均值 Gauss分布的场合,假定分布的协方差矩阵为 B,则

p ( x ) =
1

( 2P)
NP2
| B |

1P2 exp -
1
2
xB

- 1
x
T
,  x I R

N
( 5)

达到最大熵 ln( 2Pe)
NP2
| B |

1P2
,这里| #|为行列式值。从( 4)式可知,欠拟合或过拟合时, 模型不匹配会引

起残差的均值不为零。但熵只与协方差有关, 与均值无关,因为只需在连续型积分中作个变量替换即

可。

H ( x ) = - Q
]

- ]
p ( x+ a) ln p ( x+ a) dx = - Q

]

- ]
p ( u) lnp ( u) du ( 6)

对于由残差组成的平稳序列( e 1 , e 2 , ,, eN ) ,记其自相关矩阵为 #,方差为 R
2
,我们可将自相关矩阵

#代替自协方差矩阵B ,即

B=

r0 r1 , rN - 1

r1 r0 , rN - 2

, , , ,

rN- 1 rN- 2 , r 0

=

1 Q1 , QN - 1

Q1 1 , QN - 2

, , , ,

QN- 1 QN- 2 , 1

R
2N
= R

2N
# ( 7)

残差的方差 R
2N
和自相关矩阵 # 分别衡量了模型拟合精度和残差的白化程度。显然, 残差的白化程度

越高,则模型拟合的优度应该越好。

基于上述直观描述, 提出考虑拟合精度、残差信息量和参数稀疏性的折衷方案RIA( Residual Informa-

tion Amount) ,通过取极小值得到最优结果:

RIA: Ms = arg min
(M

k
: k I Z

q
)
{N lnR̂

2
k- ln| # | + Cdk lnN} ( 8)

这里 C= 2,为经验值。RIA体现了残差相关性不同的影响, 不仅限于用方差衡量拟合的优度。

这种模型选阶准则所依据的原理如下:如果模型和数据相匹配, 则残差应是独立噪声序列, 且一般

为Gauss噪声, 这很直观, 也是残差诊断的基本假设; 如果模型和数据不匹配, 则残差不是独立 Gauss噪

声,若用此信息准则去度量,则残差的信息度量结果必将偏大。
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从( 8)式看来,如果不采用分布信息量的方法度量, 而采用似然函数来度量(类似于 AIC和 MDL 等

方法) ,则不能体现残差序列的相关性, 相当于 ln| # |这一项没有考虑。

下面说明考虑相关性的意义。对于色噪声的自相关阵,有以下结论成立:

0< | # | =

1 Q , QN - 1

Q1 1 , QN - 2

, , , ,
QN - 1 QN - 2 , 1

<

1 0 , 0

0 1 , 0

, , , ,

0 0 , 1

= 1 ( 9)

其中 0 [ Qi < 1,为自相关函数。

事实上,由于 # 非负定,则 Ki > 0( i= 1, ,, N ) , 其中 Ki为矩阵 #的特征值。于是

| # | = F
N

i= 1
Ki [ E

N

i= 1

Ki

N

N

=
1
N
trace( # )

N

=
1
N
N

N

= 1 ( 10)

( 10)式当且仅当 Ki S 1时取等号,即当且仅当白噪声时取等号。

因此, 根据( 9)式知,对于色噪声,有 ln| # | < ln1= 0Z - ln| # | > 0, 故( 8)式中取极小值就相当于使

残差尽量白化。

1. 3  仿真算例

例  类似文献[ 4] ,选取以下多项式进行仿真:

s [ t ] = 0+ 014t+ 011t 2- 0103t 3+ Et ,  t= 1, 2, ,, n

故此, 真正的阶数为 p = 4。选取最大阶数为 M= 6, 对于不同的采样点数 n 和不同的随机误差方差R
2
,

取 Et为正态分布,仿真 1000次,得到的结论如表 1所示。

表 1  多项式基的仿真结果比较

Tab. 1 Simulation result based on polynomial model

n= 30, R2= 10 n = 30, R2= 100 n= 100, R2= 10 n= 100, R2= 100

order 4 5 6 3 4 5 6 4 5 6 4 5 6

AIC 710 169 121 0 697 162 141 768 137 95 764 144 89

MDL 861 92 47 0 849 97 54 962 32 6 961 33 6

MAP 999 1 0 12 988 0 0 1000 0 0 1000 0 0

RIA 998 2 0 0 997 3 0 1000 0 0 1000 0 0

  可以看到, 对多项式基而言,MAP 和RIA方法相近, 比另外两种方法好,AIC方法最差。

2  不同模型类表示数据的信息评价

本节研究模型对数据的表示能力, 即模型的相对信息含量。

2. 1  模型评价思想

由于数据包含的信息体现在两个方面: 模型信息含量( model information)和残差信息含量。考虑用

同一种模型评价准则来定义模型相对信息的大小。基于一个简单的思想, 模型选择的准则最优化函数

取极小值,说明准则函数越小,则模型越好。因此可利用RIA来度量模型之间的差别。若将RIA作为残

差的信息含量度量, 根据

MI1= - RIA1= - {N lnR̂
2
k
1
- ln| #1 | + Cdk

1
lnN} ( 11)

MI2= - RIA2= - {N lnR̂
2
k
2
- ln| #2 | + Cdk

2
lnN} ( 12)

则

$( 2| 1) = MI2- MI1= RIA1- RIA2 ( 13)

可作为模型相对信息含量的一种度量,视为模型 2较之模型 1的信息差。如果 $( 2| 1) > 0,意即模型 2
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比模型1好,模型 2信息更多;如果 $( 2| 1) < 0,意即模型 2比模型 1差, 模型 1信息更多。

2. 2  模型评价在航天测量数据处理中的应用

在航天测量数据处理问题中, X 1 , X 1 , ,, XN为独立或相关测元, 给定多个测站数据,需要解算出一

条弹道。目前解算弹道有两种模型: 弹道逐点解算 EMBET 模型和非线性融合模型
[13]
。我们需要评价

哪一种模型更适于数据处理, 更符合工程实际。

首先从定性的角度分析。非线性融合模型用到了弹道是二次连续可微的函数的先验信息, 还考虑

到先验工程背景中弹道的特征点问题和弹道的分段光滑特性,由此将弹道用三次样条表示,体现了弹道

参数之间的相关性, 可大大节省参数;而逐点解算模型没有用上任何先验信息, 认为弹道参数没有规律,

相当于服从某区域内的均匀分布, 是无先验情况下熵最大的情形,体现的信息也少。

再从定量的角度来分析。如, 考虑某弹道解算, 给出相应的逐点模型和非线性融合模型。选取

1500个点, 考虑 x 方向解算弹道与真值的方差,用两种模型计算得到的结果分别为: R1= 1. 47448143(逐

点) , R2= 0. 14918804(非线性) ;逐点最小二乘模型解算所需的参数为 k1= 1500,非线性融合模型对弹道

进行最优节点拟合, 采用 100个节点,参数 k 2= 102,则易计算出模型信息差量为:

$( NFM| EMBET) = 1. 7096 @ 10
4

非线性样条融合模型较之逐点模型的优势就体现于这个量上。

模型的区别体现在: 不同的模型处理数据后, 其残差大小、残差白化程度和参数数量不同。区别的

本质在于: 好的模型结合了符合实际的工程背景, 描述了事件的自然特性,这可称为模型先验。如果知

道弹道系数的范围, 加上约束和附加信息,得到更加准确的估计,这体现的是参数先验,可使参数后验估

计的方差减小。可见,模型先验(建模过程)比参数先验更重要, 是参数先验的前提。

3  结论

本文考虑了残差白化程度的因素,将模型的拟合度、模型系数的稀疏性和残差的相关性结合起来,

提出了一种模型选择的新准则 RIA,并将这种准则转化为模型信息的一种度量方式, 其合理性得到了印

证。当然,评价模型的信息还可有其它准则。如果考虑数据处理的实时性,则可加上参数估计效率这一

项。但参数估计效率的评价本身就是一个难点,模型评价的难度会更大,各项之间的平衡参数也需要更

深入的研究。
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