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多层验前正态总体动态参数的 Bayes融合估计
X

张金槐

(国防科技大学人文与管理学院, 湖南 长沙  410073)

摘  要: 在多层验前信息下,给出了正态总体动态参数的 Bayes融合估计。进一步, 用线模型下的递推估

计方法,给出了递推解。对于实际应用中的一些问题,提出了处置方法,并以实例作了说明。
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Bayes Fusion Estimation of Variable Distribution Parameters

under the Hierarchical Prior Informations of the Normal Sample
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Abstract:The estimation of the var iable distribution parameters of the normal sample under the hierarchical pr ior informations

is discussed. At the same time, the recursive form of the estimator of the state var iables for the linear model is constructed.

Furthermore, as for the application of this method, some practicle problems are considered.
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1  问题的提出

对于武器装备的性能参数进行试验分析或鉴定时,人们总是设法运用各种可以利用的验前信息,以

在较少量的现场试验条件下, 作出科学的试验结果分析。早在20世纪 70年代, Goods[ 1] 等就提出了多层

验前信息的概念,并将其运用于 Bayes分析。此外,在工程实践中, 试验中所获取到的子样,并不总是独

立同分布( i. i. d) 的。例如,每次(或阶段) 试验的条件、场景不同,而对于试验中暴露的问题进行改进,或

对于出现的故障进行排除,然后再进入下一次(阶段) 试验。这样, 试验中被考核的参数将是可变的。在

这种情况下,便提出了多层验前信息下的动态参数的估计问题。

关于动态分布参数的 Bayes估计问题, J. Berger
[ 1]

, C. Morris
[ 2]
和 L.M. Berlinear

[ 3]
等作了研究。一般

地,总是利用验前信息建立参数的动态模型, 然后,进一步按照 Bayes统计推断思想进行统计分析。关键

问题是多层验前信息下的信息融合问题。在文献[ 1] 中,对分层信息的 Bayes分析有较一般的讨论。然而

在动态参数建模以及在实际问题中的具体应用等方面,还有不少工作要做。下面将对上述一些问题进行

探索,对于应用中的一些问题提出处置的方法。

2  模型及 Bayes估计

设有 n次独立试验的结果y 1, ,, yn ,这里 yi | H
i
~ N( Hi , R

2
i ) , R

2
i为已知, Hi 为分布参数,它具有验前

分布,如 Hi | L ~ N (H iL, R
2
H
i
) ,其中 L为p @ 1超参数, H i为 1 @ p 已知系数向量, R

2
H
i
为已知,超参数 L的

验前分布为N p ( B, 2L) ,这里 B, 2L为已知。在上述假设下,要由 y 1, ,, yn 去估计H1, ,, Hn。

记
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Y =

y 1

s

yn

,  H=

H1

s

Hn

则

Y | H ~ Nn( H, R ) (1)

其中 R =

R
2
1 0

w

0 R
2
n

, R 为已知。H为n @ 1分布参数向量,且有验前分布,由

Hi | L ~ N (H iL, R
2
H
i
) ,  i = 1, ,, n

记

H =

H 1

s

Hn

于是由验前知识得, H| L ~ Nn (HL, 2 ) ,其中H , 2 是已知的。

超参数 L具有验前分布N p( B, 2L) ,其中 B, 2L为已知。

在上述模型下,要由 Y作出H的 Bayes估计,这是一个具有二层验前信息下的Bayes估计问题。此时

的 Bayes估计要计算条件期望 E[ H/ Y] ,并估计Var[ H/ Y]。

将模型稍作变换,令

yci = y i / Ri ,  Hci = Hi / Ri

且记

Yc =

yc1

s

ycn

,  Hc =

Hc1

s

Hcn

则

Yc | Hc ~ Nn ( Hc, In ) (1)c

记 H i / Ri = Hci ,  Hc =

Hci

s

Hcn
则有

Hc | L ~ Nn (HcL, 2c)

超参数 L仍有验前分布, L~ Np ( B, 2L)。 (3)

由式(2) ,将 Hc看作关于 L的观测方程,此时, Hc的概率密度为

P( Hc) = Q
_
L

p ( Hc/ L) p ( L)dL,  _ L为 L的域

由于 p ( Hc/ L) ~ N n(HcL, 2Dc) ,  p ( L) ~ Np ( B, 2L)

因此,P( Hc) 也是正态分布,且可知[ 4]

P( Hc) ~ Nn (HcB, 2Dc+ Hc2LHcT
)。

再由式(1)c, Hc的验后分布密度p ( Hc/ Y) 可由 Hc的分布及Yc/ H的分布p ( Yc/ Hc) 确定。由于 Hc的验前分

布为共轭正态分布, 因此,只需给出 Hc | Yc的期望和方差阵就可以了。可以算得[ 5]

E[ Hc/ Yc] = [ ( 2Dc + Hc2LHcT
)
- 1
+ I ]

- 1
[ ( 2Dc+ Hc2LHcT

)
- 1
HcB+ Yc] (4)

Var[ Hc/ Yc] = [ ( 2Dc + Hc2LHcT
)
- 1
+ I ]

- 1
(5)
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式(4)、(5) 就是所需要的 Bayes估计公式。

3  多层验前信息下, Bayes融合估计的递推形式解

为了应用中的需要, 往往要给出递推形式的估计式,即随着观测量 yi 的出现, 及时给出 Q i 的 Bayes

融合估计。这种情况,在试验分析中常称之为/试试看看,看看试试0 的递推算法。这里讨论这种方法。
首先给出关于动态可变参数的验前差分形式的离散线性模型。为此,记

Hi = H iL+ Di

则

Hi+ 1 = Hi + $H iL+ $Di

式中 $H i = H i+ 1- H i ,  $Di = Di+ 1- Di

而 $Di ~ N( 0, R2D
i+ 1
+ R2D

i
) , 这里假定 Di 间独立。

又由 L~ N p( B, 2L) ,于是可记

L= B+ EL

且Var( EL) = 2L为已知, EL ~ N p (0, 2L)。于是

Hi+ 1 = Hi + $H iB+ $H iEL+ $Di

式中 EL 与 $Di 独立,且

$H iEL+ $Di ~ N(0, $H i 2L$H
T
i + R2$D

i
)

最后,记

Hi+ 1 = Hi + $H iB+ $w i = Hi + Ai + $w i (6)

式中 $w i ~ N (0, R2$w
i
) ,  Ai = $H iB,

R2$w
i
= $H i 2L$H

T
i + R2$D

i

(6) 式就是所需要的基于二层验前建立起来的关于 Hi 的验前离散动力学模型。

此外,在试验中,我们获得的观测量是 yi ,可将其记为

y i = Hi + v i (7)

由于 y i | H
i
~ N ( Hi , R

2
i ) ,因此上式中 vi ~ N (0, R2i ) , R

2
i 为已知。

在 Hi 的动态递推过程中,引入符号:

Ĥi / i ) ) ) i 时刻观测后, Hi的MV估计, P i / i ) ) ) Hi的估计误差的方差, Ĥi/ i- 1 ) ) ) 由 i - 1时刻的估计

预报 i 时刻的估计值(预报值) , P i / i- 1 ) ) ) 预报估值误差方差。
利用验前建立的 Hi 的动力学模型预报, 有

Ĥi/ i- 1 = Ĥi- 1/ i- 1+ Ai- 1 (8)

式中 Ai- 1 = $H i- 1B

此时 P i / i- 1 = P i- 1/ i- 1+ R2$W
i- 1

(9)

在 i 时刻Hi 的估计, 可由预报估计和当前观测量进行融合而成, 此时, Hi 的融合MV估计为

Ĥi/ i = Ĥi/ i- 1+ K i ( yi - Ĥi/ i- 1) (10)

式中 K i = P i/ i- 1( Pi- 1/ i- 1+ R
2
i )
- 1

(11)

而 i 时刻Hi 的估计误差方差可表示为

P i / i = (1 - K i ) P i/ i- 1 (12)

式(8) ~ (12) 就是所需要的递推估计公式。其起始运算条件为( Ĥ0/ 0, P0/ 0) ,它由验前信息确定。如果/ 00

时刻无验前信息可利用, 则可以任取 Ĥ0/ 0,而 P
- 1
0/ 0 = 0。有关计算实现问题,可参阅文献[ 5]。

4  工程应用中的实现问题

上面的 Bayes递推公式是在给定模型以及模型的统计特性均为已知的前提下给出的。在工程应用
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中,情况往往比较复杂。例如,每次试验时,试验的条件和场景不同,此时观测量 y i 的随机误差的方差 R2i

并不确切地知道。此外,动态参数 Hi的模型Hi = H iL+ Di ,它是验前建立的,而在运用具有超参数的线性

动力学模型 Hi+ 1 = Hi + Ai + $w i 时,认为模型是完全正确的,且 R2$w
i
也是完全确定的,这在实际工程问

题中并不完全如此, 因此在具体实现 Bayes估计时,必须注意这些应用中的问题。

(1) 关于 Hi 的验前动力学模型中R2$w
i
的确定问题

在模型(6) 中, $w i是验前建立的Hi的动力学模型的动态噪声,它用以补偿模型的不确定性。在试验

过程中, R
2
$w

i
随不同的试验而改变,使 Hi 的估计成为自适应的估计。因此, R

2
$w

i
应在递推运算中估计出

来,在文献[ 5] 中有这方面的讨论。我们有如下公式:

R
2
$w

i- 1
+ Pi- 1/ i- 1+ R

2
i - �y

2
i/ i- 1 = 0 (13)

其中

�yi / i- 1 = yi - Ĥi / i- 1

由(13) 式给出 R2$w
i- 1
的估计。

(2) 关于 R2i 为未知的情形

此时,必须运用观测量进行估计。关于 R2i的估计,有多种方法,为便于运算,我们给出 R2i和Hi同时递

推估计方法[ 5]。

在K 时刻, R2K 的估计为

R̂
2
K = (�yK/ K- 1)

2
- PK /K- 1 (14)

式中 �yK /K- 1 = yK - ĤK- 1/ K- 1- AK- 1

PK/K- 1 = PK- 1/ K- 1 + R
2
$w

K- 1

K = 1, 2, ,, n

关于 R2i 的估计,还可以给出在 N 步之内近似常量的情况,记 N 步之内的新信息为v i = �yi / i- 1 = y i

- Ĥi / i- 1( i = 1, ,, N )。则 R2i 的估计为
[ 5]

R2 =
1

N - 1 E
N

i= 1
( vi - �v )

2
-
N - 1
N

P i/ i- 1

这样,运用式(13) , 即可获得 R2$w
i- 1
的估计为

R̂2$w
i- 1
= �y 2

i/ i- 1- P i- 1/ i- 1- R̂2

5  在飞行器试验分析中的应用

前面,讨论了二层验前信息的模型及 Bayes估计问题,对于更多层验前的情况,原则上说,没有本质

的区别,只是对于条件分布的计算必须应用多层的方法。对于应用来说,二层验前是应用最广的。

关于二层验前, 第一层次是建立关于动态参数的模型。上面讨论了线性回归模型的情况。由于工程

实际问题常常运用线性方法,因此, 线性回归有广泛的应用。第一层验前信息可以看作动态参数在试验

过程中的变化规律问题, 这在实际应用中也是首先要考虑的重要问题。而这种变化规律,在试验之前应

该是明确的。特别是可以运用多种途径(理论的或技术的) 确定出来。第二层先验是关于超参数(模型中

待定的参数)。由 Bayes观点, 它是随机的, 它的统计特性由验前信息给出, 这也符合常规的想法。一般

地,超参数( L) 的分布特性可以由多种验前信息确定。事实上, 回归方程中未知参数的特性可以由线性

模型未知参数辩识方法, 给出它的估计和方差,从而进一步确定出它的分布。在这二层先验确定之下,再

由现场试验的信息(观测子样) 作出关于动态参数的 Bayes估计。由于运用了较充分的信息, 因此较之经

典的试验分析方法(仅仅用现场信息建模和估计的方法) 有较好的估计性能。

例  惯导系统测量装置的系统误差估计问题 ) ) ) 工具误差分离问题。惯性导航系统的测量装置

是安装在陀螺平台上的三个互相垂直的轴向加速度表,它们敏感测出非引力加速度的大小。三轴稳定平
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台在飞行器上建立起一个惯性坐标系。如果加速度表本身不能精确地测量沿敏感轴的视加速度,或者加

速度表的敏感轴由于陀螺平台产生漂移而偏离其定位方向,则最终将引起再入飞行器的落点偏差。因此

提高落点精度的关键在于提高陀螺,加速度表及惯性平台的精度。这就是制导系统仪表的误差分离问

题。

首先是建立工具误差的结构模型, 所采用的模型可表示为[ 6]

$WK = SKC + EK

其中 $WK是tK时刻遥测视速度和外测视速度偏差, SK为已知的环境函数, C是待估的未知参数, EK 为模

型的随机误差。在工程应用中,常将 X , Y, Z 轴向在 tK 时刻的遥外测视速度偏差记为

$WX ( tK ) = ( SX
1
( tK ) ,SX

m
( tK) )

C1

s

Cm

+ EX ( tK )

$WY ( tK ) = ( SY
1
( tK) ,SY

m
( tK ) )

C 1

s

Cm

+ EY ( tK )

$WZ( tK ) = ( SZ
1
( tK ) ,SZ

m
( tK) )

C1

s

Cm

+ EZ( tK )

如果写成向量形式, 则有

$WK = SK # C + EK ,  K = 1, ,, n

其中

$WK =

$WX( tK )

$WY( tK )

$WZ( tK )

, EK =

EX ( tK )

EY ( tK )

EZ( tK )

, SK =

SX
1
( tK ) ,SX

m
( tK )

SY
1
( tK ) ,SY

m
( tK )

SZ
1
( tK ) ,SZ

m
( tK )

SK 称为环境函数矩阵,它是已知的。式(15) 的线性回归方程的形式(结构) 在试验之前就已经建立。它由

惯性制导平台系统的机理建立起来。它就是第一层验前信息。至于 C ,它是超参数(向量) ,可以历次试验

信息或地面环境试验或仿真试验等手段将 C 估计出来,并分析其误差(方差)。一般说来, 由验前信息,

可以确认 C ~ Nm( Ĉ , 2C )。Ĉ, 2C 是已知的,由验前信息确定, 这就是前面所说的第二层先验。在现场飞

行试验之后,由上述模型,当获得观测$WK ( K = 1, ,, n) ,可以由二层验前作出 HK ( SKC ) 的Bayes估计,

由此再作出 C 的估计(如 C的L. S的估计)。在飞行器试验分析中,误差系数向量 C 的估计是重要的,由

它还可以分析由此造成的远程火箭主级关机点运动参数的偏差或射程偏差。
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