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考虑验前信息可信度时的 Bayes估计
X

李鹏波,谢红卫,张金槐
(国防科技大学机电工程与自动化学院,湖南 长沙  410073)

摘  要:研究了考虑验前信息可信度时的验前分布和Bayes估计算法,给出了正态总体参数的Bayes估计

方法。以导弹落点散布的估计为例, 说明了考虑验前信息可信度时 Bayes估计有明显的改善,即具有更好的可

信度。
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Bayesian Estimation while Considering the Credibility

of the Prior Information
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( Col lege of Mechat ronics Engineering and Automation, Nat ional Univ. of Defense Technology, Changsha 410073, China)

Abstract:By considering the credibility of the prior information, a new Bayesian estimation algorithm is studied, and the

estimation of normal distribution parameters is provided. Taking the estimation of the dispersion of the missile falling points as an

example, the conclusion is drawn that by considering the credibility of the prior information, the new algorithm of Bayesian

estimation is obviously improved, that is, it is of a better credibility.
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在小子样情况下, 我们常常用 Bayes方法对未知的分布参数进行统计分析。即利用验前信息,由验

前子样X
( 0)

= {X
( 0)
1 , ,, X

(0)
n
0
} 得到参数H的分布密度函数P0( H) ,然后再在获得现场试验子样X = {X 1,

,, X n} 后, 由Bayes公式得到 H的验后分布,从而得到一定损失函数之下 H的Bayes估计。以正态总体的

分布参数为例,对于未知参数 L, R
2
= D作 Bayes估计。记 H= ( L, D) 的验前分布为正态 ) 逆Gamma

分布,由共轭分布, H的验后密度也为正态 ) 逆Gamma函数。因此得到验后的分布参数中的正态分布参

数为

L1 =
n0�X

(0)
+ n�X

n0 + n
,  G1 =

1
n0+ n

(1)

式中�X (0)
, �X 分别为验前子样、现场子样的样本均值。当 n0 > > n时, 则 L1 U �X (0)。这说明当验前子样样

本数很大时,验前子样的信息将/淹没0现场试验子样, 或者是当验前信息失真时, 将使 Bayes估计出现

较大偏差。现场试验子样是完全可信赖的,而验前信息一般是通过历史资料信息、理论分析和仿真试验

等方法得到的, 存在可信性的问题。关于验前信息可信度计算的方法可参见文献[ 3、4]。

1  考虑验前信息可信度时的验前、验后分布

若在确定验前分布时,要考虑验前信息的可信度, 那么验前信息的分布族可以表示为

# = { P: P= (1- E) P0+ Eq, q I D} (2)

其中 D 为所有的分布集, 0 < E< 1。这种验前分布族的取法毕竟太宽了。我们说现场试验子样是完全可

信赖的,若通过验前子样 X
( 0) 与现场试验子样 X 的一致性检验得到了验前信息的可信度P0,就可以考
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虑用现场试验子样拟合的分布 P1 对 P0进行修正,这是一种验前信息加权融合的思想,即

P( H) = E0 P0( H) + E1P1( H) (3)

其中 E0 = P0, E1 = 1- E0。

这样, H的验后分布为

P( H| X ) =
1

f ( X | P) E
1

i= 0
EiPi ( H| X )f ( X | Pi ) (4)

其中 f ( X | P) = E
1

i= 0
Ei f ( X | Pi )。

记

Ki =
Ei f ( X | Pi )
f ( X | P)

,  i = 0, 1

于是 H的验后分布可表示为

P( H| X ) = E
1

i= 0
KiPi ( H| X ) (5)

2  正态总体参数的 Bayes估计

设有 N ( L, R2) 总体, 其中 L, R2 = D是未知的, X = {X 1, ,, X n} 为 i. i. d样本,记样本均值及方差

为

�X =
1
n E

n

i = 1

X i ,  S
2
=

1
n E

n

i= 1

( X i - �X )
2

(6)

则(�X , S
2
) 为( L, D) 的充分统计量。记 H= ( L, D) 的验前分布为正态 ) 逆Gamma 分布,即

P( H) = P( L, D) = P( L | D) P(D) (7)

其中 P( D) 为 D 的验前密度,它为逆 Gamma分布,即

P(D ) =
AB00
#( B0)

D
- (B

0
+ 1) e-

A
0
D ,  A0 > 0, B0 > 0 (8)

其中 A0, B0为 P( D) 的分布参数, 而 P( L | D ) 为N ( L0, G0D) ( G0 > 0) 分布密度, 即

P( L | D ) =
1

2PG0D
D

-
1
2 e-

1
2G

0
D( L- L

0
)
2

(9)

我们先确定验前分布的参数, 若得到了验前子样 X
(0)

= {X
(0)
1 , ,, X

( 0)
n
0
} ,在不考虑验前子样的可信

度时,验前分布为

P( H) = P0( L, D) = P0( L | D ) P0(D )

正态 ) 逆 Gamma分布的参数分别为

A0 =
1
2 E

n
0

i= 1
( X

( 0)
i - �X (0)

)
2
,  B0 =

1
2
( n0- 1)

L0 = �X
(0)

,  G0 = 1
n0

若考虑验前子样的可信度,即验前子样和现场子样进行一致性检验, 得到的验前分布为

P( H) = E0 P0( H) + E1P1( H)

其中 E0 = P0, E1 = 1- E0。P1( H) 也是正态 ) 逆 Gamma分布,参数为

A1 =
1
2 E

n

i= 1

( X i - �X )
2
,  B1 =

1
2
( n - 1)

L1 = �X ,  G1 =
1
n

那么
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P0( L, D) ~ N �X (0)
,
D
n0

# #- 1
( A0, B0) (10)

P1( L, D) ~ N �X ,
D
n

# #- 1( A1, B1) (11)

在上述假设之下,由于 H的验前和验后密度为共轭的, 它们为正态 ) 逆Gamma 函数。

P( L, D | X ) ~ K0 P0( L, D | X ) + K1P1( L, D | X ) (12)

其中
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这样, L的验后边缘密度为

P( L | X ) = Q
+ ]

0
P( L, D | X ) dD (13)

而 D 的验后边缘密度为

P( D | X ) = Q
+ ]

0
P( L, D | X )dL (14)

如果应用平方损失函数, 则 L和D 的 Bayes估计分别为下列条件期望:

L̂= E[ L | X ] ,  D̂ = E[ D | X ]

经过推导,得出

L̂W- Bayes = K0 L
( 1)
0 + K1 L

(1)
1 ,  D̂W- bayes = K0D

(1)
0 + K1D

(1)
1 (15)

其中
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3  应用举例:导弹落点散布的估计

对于导弹这样的大型复杂系统,由于现场试验周期长,费用昂贵,因此现场试验次数是非常有限的。设

某型中远程导弹获得了现场试验子样X = {3000. 6465, 3000. 3850, 2999.2739, 3001.6144, 3001. 4049} (单

位: km) ,导弹落点位置服从正态分布,即 X ~ N( L, D) ,其中 L, D均为未知的,则由经典方法得到的估

计为 L̂ = �X = 3000. 2649, D̂ = s
2
= 0. 7162。若获得了该型号导弹落点位置的验前子样, 即 X

( 0)
=

{ 3002. 2678, 3002. 5751, 2999. 8821, 2999. 4107, 2999. 3466, 3001. 6285, 2997. 9370, 3001. 2090,

3000. 8380, 3000. 1627, 3000. 3245, 2999. 7684, 3000. 0607, 2999. 3163, 3001. 0427, 2999. 0967,

2998. 6764, 2999. 8534, 3000. 2154, 3000. 2819} ,其子样容量为 n = 20。则根据经典的Bayes估计,我们得

到落点散布的估计为 D̂Bayes = 1. 1867。而考虑验前信息的可信度时,则由式(15) 得到的估计为 D̂W- Bayes

= 0. 9192。那么, 这两个估计值哪个更合理些, 我们不妨通过仿真分析进行比较。

从正态总体 N ( L, D ) 中模拟产生验前子样,总体均值均取为 L= 0,而方差则分别取不同的值。这

样就可考察不同可信度的验前子样对估计结果的影响。仿真分析的结果如表 1所示, 表中 D̂Bayes 表示经

典的 Bayes估计算法, D̂W- Bayes 表示基于验前信息可信度加权的 Bayes估计算法。
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从表 1可以看出, Bayes估计受验前信息的影响较大,当验前信息可信度不高时,传统的 Bayes方法

估计值偏离真值较远,而考虑了可信度的 Bayes估计值却是稳定的, 其绝对误差要小很多(在概率意义

下)。因为验前子样的容量大于现场试验子样, 而传统的 Bayes方法又把验前信息同现场试验信息等同

起来, 这样当验前子样数特别大时, 将完全/淹没0 现场试验信息。这是我们不希望看到的结果。若考虑

验前信息的可信度, 就可避免这种情况的发生。这样既加强了现场试验子样的/权重0, 又充分利用了验

前信息,使得小子样 Bayes估计的结果具有更好的可信度。

表 1 考虑或不考虑验前信息可信度的两种 Bayes估计算法之间的比较

Tab. 1  The compar ison of two algorithms of Bayes estimation, consider ing the credibility of prior information or not

N( L, D ) D̂ 0 P0 K0 D̂Bayes D̂W- Bayes

N(0, 016) 0. 3791 0. 3163 0. 2401 0. 4480 0. 6940

N(0, 017) 0. 6879 0. 8925 0. 8798 0. 6972 0. 7457

N(0, 018) 0. 4246 0. 4205 0. 2906 0. 5043 0. 6970

N(0, 019) 0. 7888 0. 9147 0. 9004 0. 7753 0. 8204

N(0, 110) 0. 1932 0. 6576 0. 5365 1. 0839 0. 9735

N(0, 111) 0. 8567 0. 9224 0. 8811 0. 8556 0. 8945

N(0, 112) 1. 7856 0. 1490 0. 0517 1. 5728 0. 8096

N(0, 113) 1. 9468 0. 0593 0. 0173 1. 6900 0. 7803

N(0, 114) 1. 5212 0. 2975 0. 1525 1. 3465 0. 8650

N(0, 115) 1. 7526 0. 5690 0. 2036 1. 6138 0. 9575

N(0, 210) 3. 7490 0 0 2. 9963 0. 7623
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