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用非线性规划求解有限推力最优交会
*

王 华,唐国金
(国防科技大学航天与材料工程学院, 湖南 长沙  410073)

摘  要: 利用非线性规划方法研究了航天器的有限推力最优交会问题。这种方法利用了近年来发展起来

的直接优化技术,用分段多项式来表示整个轨道的状态和控制向量,将最优控制问题转化为非线性规划问题。

在应用这种方法时,先将整个轨道分为若干推力段和无推力段,然后利用配置方法产生推力段的约束段 ,利用

状态转移矩阵来产生无推力段的约束。最后, 对共面轨道情况下的交会进行了数值仿真, 验证了方法的有效性

和鲁棒性。

关键词:交会; 最优控制;非线性规划; 有限推力

中图分类号: V526  文献标识码: A

Optimal Finite-Thrust Rendezvous Using Nonlinear Programming
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Abstract:Spacecraft optimal rendezvous is studied using nonlinear programming method. A recently developed dir ect

optimization technique is employed, which uses a piecewise polynomial representation for the state and controls, thus converting the

optimal control problem into a nonlinear programming one. When using the method, the whole orbit is separated to thrust arcs and

non- thrust ar cs, then the collocation method is used to produce the constraints of thrust arcs, and state transition matr ix is applied

to producing the constraints of non-thrust arcs. At last, the simulation of coplanar rendezvous ver ifies the effectiveness and

robustness of the method.
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研究最优控制问题主要有两类方法:间接法和直接法。间接法通常是利用 Pontryag in原理来处理最

优控制问题,从而得到一个两点边值问题,求解这一两点边值问题往往需要复杂的数值计算
[ 1]

; 直接法

则是将原来的最优控制问题转化为一个参数最优问题,然后利用数学规划来求解。

标准的直接法将整个最优控制过程分成若干个时间段,每个时间段的端点称为节点。然后选择节点

图 1 目标轨道坐标系
Fig. 1  Target orbit coordinate system

处的控制和(或) 状态参数作为变量, 通过插值得到整个最优控制过程

的控制和(或) 状态参数, 根据这些参数积分状态方程形成约束条件,

从而得到一个数学规划问题
[ 2]
。Zondervan

[ 3]
等利用非线性规划研究了

三次点火轨道转移问题。Enright和 Conway
[ 4]
利用直接法研究了有限推

力作用下的航天器轨道问题。本文采用直接法研究航天器的有限推力

轨道交会,将最优交会问题转化为了一个大型非线性规划问题来解

决。在转化过程中, 将有推力段和无推力段分别采用不同转化方法来

研究,并对有推力段采用基于Hermeite插值的配置方法产生等式约束,

较好地解决了运算量和结果精度之间的矛盾。
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1  航天器交会的数学模型

交会过程中有两个航天器,一个为追踪航天器,一个为目标航天器。定义目标轨道坐标系 oxyz 为:

原点 o 在目标航天器质心, ox 轴与轨道速度相反, oy 轴背向地心, oz 轴垂直于轨道平面并与其它两轴构

成右手直角坐标系。

目标轨道为近圆轨道的两个相邻轨道航天器的相对运动,可由Hill方程(或称 C - W方程) 描述
[ 5]

&x - 2X¤y = aux

&y + 2X¤x - 3X
2
y = auy

&z + X
2
z = auz

( 1)

这里, x、y、z 分别是追踪航天器相对目标航天器的矢量在轨道坐标系三轴上的投影, X是目标航天

器轨道角速度, a是追踪飞行器加速度的大小,对于有限推力航天器来说,它是一个常值, ux、uy 和uz 表

示追踪飞行器加速度的单位方向矢量值。

由方程( 1) 可得到下面的状态方程:

¤X = AX + BU ( 2)

其中

X = x y z ¤x ¤y ¤z T   U = ux uy uz
T

A =

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 2X 0

0 3X
2

0 - 2X 0 0

0 0 - X
2

0 0 0

   B =

0 0 0

0 0 0

0 0 0

a 0 0

0 a 0

0 0 a

由状态方程( 2) 得状态转移矩阵为

5 ( t - t 0 ) =

1 6( S- sinS) 0 4sinS- 3S
X

2( 1- cosS)
X

0

0 4 - 3cosS 0
2( 1- cosS)

X
sinS
X

0

0 0 cosS 0 0
sinS
X

0 6X( 1- cosS) 0 4cosS- 3 2sinS 0

0 3XsinS 0 - 2sinS cos S 0

0 0 - XsinS 0 0 cos S

( 3)

其中

S = X( t - t0 )

图 2  问题结构
Fig . 2 Problem structure

已知航天器开始交会时的相对状态和交会结束时的相对状

态,以及整个交会所需的总时间。现在的问题就是求解最优轨道,

使得交会所需燃料最小, 对于有限推力最优交会来说, 就是求解总

开机时间最少的优化轨道。

2  求解交会问题的非线性规划方法

2. 1  设计变量

将整个交会轨道分为若干个推力段和无推力段, 每个推力段

再细分为若干个时间相等的小推力段(图2)。将每个节点的状态向
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量、控制向量、推力段与无推力段的时间跨度作为优化变量,得到下面的设计变量:

D = X
T
1 , U

T
1 , ,, X

T
n , U

T
n , T 1 , ,, T n- 1

T
( 4)

这里, n是总的节点数目,故( n - 1) 就是推力段和无推力段的数目总和。

2. 2  推力段的约束

对于有推力段, 可以用各种方法来产生约束, 例如二阶中点法则、二阶梯形法则和四阶 Simpson法

则等
[ 2]
。Herman和 Conway

[6]
讨论了采用高阶隐式积分法则时轨迹优化问题的计算问题。这里采用基于

Hermite插值的配置方法来产生等式约束。

假设在某一小的推力段中时间跨度为 T Y, 根据Hermite插值,此小段中点处的状态向量为

X Yc =
1
2

( X Yl + XYr ) +
T Y

8
( ¤X Yl - ¤X Yr ) ( 5)

其中, X Yl 和XYr 是小推力段两端节点处的状态向量。

中点处的控制向量通过线性插值得到,为

UYc =
1
2

( UYl + UYr ) ( 6)

同样根据Hermite插值得到中点处的状态向量对时间的导数

¤X Yc = -
3

2T Y
( XYl - X Yr ) -

1
4

(¤X Yl + ¤XYr ) ( 7)

因此,误差向量取为

CY = A YYc + BUYc - ¤X Yc ( 8)

2. 3  无推力段的约束

对于无推力段约束的产生,通常需要采用复杂的积分计算,但是对于有限推力交会问题来说,两个

终端状态之间具有简单的状态转移关系,这里我们利用这种关系来产生无推力段的等式约束。

假设某一无推力段的时间跨度为 TN ,由于在无推力情况下, 航天器的状态转移可以通过状态转移

矩阵来描述,所以取如下的误差向量:

CN = 5( TN ) XNl - XNr ( 9)

这里, XNl 和XNr 是无推力段两端节点处的状态向量。

2. 4  非线性规划问题

由上面的分析得到了一个非线性规划问题,它的设计变量为 D,即式( 4)。目标函数为所有推力段的

时间和,即

minf ( D) = E
i

Ti ( 10)

这里的 Ti 表示推力段的时间跨度。

约束条件为

C = C
T
1 , C

T
2 , ,, C

T
n- 1 , W

T T
( 11)

这里, C
T
i 表示推力段或无推力段的误差向量为零产生的约束, W

T
表示其它的约束。

其它约束包括等式约束和不等式约束两个方面。等式约束包括起点和终点所产生的约束,整个交会

过程的时间和为常值产生的约束, 每个节点的推力方向平方和为 1所产生的约束。不等式约束包括每个

推力段或非推力段的时间必须大于等于 0所产生的约束。

由式( 4)、式( 10) 和式( 11) 就构成了一个完整的大型非线性规划问题。求解此非线性规划问题, 就

可以得到整个交会过程中每个节点处的航天器状态向量和控制向量,从而得到了整个最优交会轨道。

2. 5  非线性规划问题的求解

对于非线性规划问题而言,求解的思想是将其转化为无约束的参数极值问题。我们可以利用惩罚函

数法来进行
[ 7]
。上面的非线性规划问题可以把目标函数修改为
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minF( D ) = f ( D ) + m # PCT
( 12)

其中, P是约束的权函数,它是一个和约束 C维数相等的向量,它反映了各个约束对原来指标函数

影响的大小。m 称为罚因子, 当 m 趋向于无穷大时,函数 F ( D) 的无条件极值问题的序列的极限点就是

f ( D) 的条件极值点。

3  算例

讨论两个共面航天器二次点火情况下的有限推力最优交会问题。此时, 状态方程( 2) 就变成了一个

二维问题。取交会初始相对状态为 X
T
0 = ( 15000, - 500, - 100, 10) ,终端相对状态为 X

T
E = ( 0, 0, 0,

0) ,整个交会过程的时间为 600s。

假定整个交会轨道由两个推力段和两个推力段之间的一个非推力段组成,每个推力段被分成了 12

个小的推力区间,这样,全部交会轨道共有26个节点。取两个推力段的时间和为目标函数。设计变量共

有 159个[ 26个节点 @ ( 4个状态变量+ 2个控制变量) + 3个推力或无推力段的时间]。推力段的约束共

有( 24 @ 4) 个等式约束;无推力段的约束有4个等式约束; 每个节点控制向量平方和为 1,共有( 26 @ 1)

个等式约束;由初始和终端条件产生( 2 @ 4) 个等式约束;所有的时间和为常值产生 1个等式约束;所有

推力段或非推力段的时间大于等于 0产生了 3个不等式约束。这样, 得到一个具有 159个设计变量、135

个等式约束和 3个不等式约束的大型非线性规划问题。

利用上面的方法,对这一有限推力最优交会问题进行了仿真计算。计算中所有的初始值没有经过任

何其它算法的处理,都是直接根据所给出的初始条件和终端条件猜测得到。图3、图4分别表示相对位置

和相对速度随时间的变化曲线,图中的小圆圈表示我们在计算中取的节点。

图 3 相对位置随时间的变化
Fig. 3 Relativ e position vs. time

图 4 相对速度随时间的变化
Fig . 4 Relative velocity vs. time

从仿真曲线可以看出,在交会过程中, x 方向的位置和速度的总体趋势是不断减小的, y方向的位置
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和速度随时间在零值上下波动,而且越靠近交会的终端, y 方向的速度波动越明显。这些现象和实际交

会情况是相符合的。

4  结束语

直接法是解决最优控制问题的一种有效方法。它将控制轨迹分成若干段,然后利用节点处的状态矢

量和(或) 控制矢量作为设计变量,将状态方程转化为一系列的约束条件, 最终将最优控制问题变成一

个非线性规划问题。直接法的一个显著优点在于它对计算初始条件具有很强的鲁棒性,可以克服传统间

接法对计算初始值要求严格的缺点。直接法的缺点在于当需要精确确定整个轨道的航天器状态和控制

向量时,就需要取更多的节点,这时,所转化成的非线性规划问题的维数随之增大。假如节点增加一倍,

那么非线性规划的维数就几乎变为原来的两倍,随之所需要的计算量的增加是巨大的。本文利用直接法

研究了航天器的有限推力最优交会问题, 将最优交会转化成了一个大型非线性规划问题。在转化过程

中,对于有推力段, 采用基于 Hermite插值的配置方法产生等式约束;对于无推力段,利用了空间交会状

态方程的状态转移矩阵来产生等式约束,减少了利用数值方法的误差。对共面情况下的仿真验证了非线

性规划法的有效性和鲁棒性。
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