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高维图像数据的最优表达
*

谭 璐,吴 翊,刘 卓

(国防科技大学理学院, 湖南 长沙  410073)

摘  要:对于 M @ N 维图像数据, 提出了一种用 M 维和N 维向量表达的方式,这种方式使得图像处理可

以在较低维数的空间中进行, 便于计算。同时在一定意义下, 这种表达是最优的。证明了在图像采样点数趋于

无穷时,就相当于文献的结果。给出了这一方法的应用实例。
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The Greatest Expression of High Dimensional Image
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Abstract:A novel method is proposed by which a M @ N dimensional image can be expressed with M and N dimensional

vectors. Therefore, the image can be processed in the lower dimension space and it is easy to calculate. In certain sense this

expr ession is optimum. We prove that it is identical to the result in the literature when the hits go to infinite. At last the applications

verify the theoretical result.
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考虑作为二元函数的图像 F( x , y ) ,设采样点 M @ N ,则一幅图像数据可视为 M @ N 维向量。在图

像处理中,人们常用二元函数基去逼近 F ( x , y ) ,如 Fourier基
[ 1]
、小波基

[ 2]
等。通常这些函数基都具有可

分离的形式。对应于采样数据,即用 M维和N 维向量表达M @ N 维图像数据。但是这种事先取定固定基

的办法在具体的图像处理中效果不一定好,而且经常需要选取较多的项。本文提出的利用特征向量作为

基的表达方法, 则因具体图像而异,因此可以获得较好效果。事实上对于同样个数的基,在均方误差准则

下,这种表达是最优的。并可证明, 在连续条件下, 当采样无限加细时这一结果收敛到相应连续的情

形
[ 1]
。

1  模型

设 F ( xi , yj ) 为 F ( x , y ) 的采样点, i = 1, 2, ,,M ,  j = 1, 2, ,, N。则所讨论的方法归结为寻求

f ( xi ) , g( yj ) ,使得

L ( f , g) = min
1

MN E
M

i= 1
E
N

j = 1
( F ( x i , yj ) - f ( xi ) g ( yj ) )

2

若令

F = ( F ( x i , yj ) ) M@N , f = ( f ( x 1 ) , f ( x 2 ) , ,, f ( xM ) ) , g = ( g( y1 ) , g ( y 2 ) , ,, g ( yN ) )

为方便记,对f , g进行规范化(这里指 +f + = M , +g + = N ) ,仍记为f , g ,则问题的模型为寻求规

范化的 f , g 及 K,使得

L ( f , g, K) = min{ +F - Kfg
T +2

} ( 1)
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其中, +F + 2
=

1
MN E

M

i= 1
E
N

j= 1

F ( x i , yj )
2  ( F I R

M@ N
)。

称满足( 1) 的 f , g, K为矩阵F 的一步最优分解。K为一步最优分解系数, f , g为一步最优分解因子。

2  求解

定理 1为一步最优分解结果,定理 2为最终的分解结果。

定理 1  给定矩阵 FM@N ,则使得

L ( f , g, K) = min{ +F - Kfg
T +2

}

的 K, 规范化的 f , g 满足:

1) g 为F
T
F 的最大特征向量;

2) f 为FF
T
的最大特征向量;

3) MNK
2
为 F

T
F(或 FF

T
) 的最大特征值。

证明:由于 +F - Kfg
T +2

=
1

MN
[ tr( F

T
F) - 2Kf

T
Fg + MNK

2
]

= 1
MN

tr( F
T
F ) + ( K- 1

MN
f

T
Fg )

2
- ( 1

MN
f

T
Fg)

2
( 2)

故使得式( 2) 最小等价于 K= 1
MN

sup
f , g
{f

T
Fg }。故只需寻求使得sup

f , g
{f

T
Fg } 的 f , g 即可。

令 Q ( f , g ) = f
T
Fg + l 1 ( f

T
f - M) + l 2 ( g

T
g - N ) ,则有

5Q
5f = Fg + 2l 1 f = 0

5Q
5g = F

T

f + 2l2 g = 0

进一步得

F
T
Fg + 2l 1F

T
f = 0 ] F

T
Fg = 4l 1 l 2 g

从而 g 为F
T
F的特征值为 4l 1 l 2的特征向量。同理 f 为FF

T
的特征值为4l 1 l 2的特征向量。又由 f

T
Fg =

f
T
(- 2l 1 f ) = - 2Ml 1 , f

T
Fg = (- 2l 2 g

T
) g = - 2Nl 2 ,知 l 2 =

M
N
l1 , 故 K=

1
MN

sup
f , g
{ f

T
Fg} =

2
N
sup{-

l 1}。若记 F
T
F 的最大特征值为Tmax, 则 Tmax = 4l1 l 2 = 4l

2
1
M
N

= MNK
2
,此时 g 为F

T
F 的最大特征向量,

f 为FF
T
的最大特征向量。

求得一步分解之后, 将 F - Kfg
T
视为新的图像数据, 重复前面的分解可得二步最优分解,并且可一

直进行下去。

定理 2  给定矩阵 FM@N ,则存在相应的最优分解{ Ki }、{ f i }、{ g i } ,使得

F = E
k

i= 1

Kif ig
T
i

其中, { Ki } 为 i步分解系数, {f i } { gi } 为相应的 i步分解因子( i = 1, 2, ,, k) , k = Rank( F )。则有下述结

论成立:

1) { f i } 为 FF
T
的特征向量;

2) { g i } 为 F
T
F 的特征向量;

3) { Ki }
k
i= 1 单降,且对 P1 [ i [ k  MNK

2
i 为F

T
F 的非零特征值;

4) { f ig
T
i }

k
1 之间为标准正交的,且3F , f ig

T
i4 = Ki  ( i = 1, 2, ,, k ) ;

5) 第 p 步近似误差Lp = F - E
p

i= 1

Kif ig
T
i

2

= +F + 2
- E

p

i= 1

Ki  ( p [ k ) , 其中在 R
M@N
中定义:

3A , B4= 1
MN E

M

i = 1
E
N

j= 1

A ijB ij   +A + 2
= 3A , A4  ( PA , B I R

M @N
)
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证明:记一步最优分解为 K1 , f 1 , g1 , 则 f
T
1 f 1 = M , g

T
1 g1 = N , F

T
Fg1 = MNK

2
1g 1。

令 F1 = F - K1f 1 g
T
1 ,则

F
T
1 F1 = ( F

T
- K1 g1f

T
1 ) ( F - K1 f 1 g

T
1 ) = F

T
F - NK

2
1g1 g

T
1

显然, F
T
F 的特征向量( g1除外)皆为F

T
1 F1的特征向量(由不同特征向量的正交性可见) ,且对应的

特征值也一样。故 F
T
1 F1的最大特征值、特征向量也为 F

T
F 的特征值、特征向量。进一步,对任意的 i =

1, 2, ,, k , FT
iF i 也有一致的结论。从而实际上 F

T
F的所有特征值、特征向量就对应着全部的 K及g。从而

2)、3) 成立。同理可知 1) 成立。

由1)、2) 可知:

3f ig
T
i , f jg

T
j 4= 1

MN
( f

T
i ( f j g

T
j ) g i ) =

1
MN

( f
T
i f j ) ( g

T
jg i ) =

1  i = j

0  i X j

故{ f ig
T
i }

k

1 之间为标准正交的。

又3F, f ig
T
i4=

1

N
2 f

T
iFg i =

1

N
2 f

T
iNKif i = Ki , 故3F, f ig

T
i4= Ki  ( i = 1, 2, ,, k)。

因此 4) 成立。由 4) 推知 5) 成立。

3  分划无限加细时与连续情形的一致性

定理 3说明, 当分割无限加细时,采样矩阵的分解对应于文献[ 1] 的分解。这一点不是明显的, 即采

样矩阵的分解结果并不明显对应于连续分解的采样。这是由于实际计算过程中,我们对分解结果施加了

正交的限制,从而只有当连续分解结果的采样向量之间是正交时,这里的结果与连续结果之间才有这种

自然的联系。接下来的定理是文献[ 1] 中的连续结果。之后我们以具有两个分解因子的函数为例来证明

本文结果与连续结果的一致性。由证明过程可以看出, 这一证明可以无困难扩展到对任意有限分解因子

的情形。

定理3
[ 1]  F ( x , y ) 为定义于2维空间 R

2
中单位矩形 8 ( 8 = { 0 [ x , y [ 1} ) 上平方可积函数,则

使得 L = Q8
( F( x , y ) - KU( x ) 7 ( y ) )

2
dxdy = min的 K、U、7 为如下算子方程的解:

<# 7 = Q
1

0
F ( x , y ) 7 ( y ) dy = K# U,  <# U= Q

1

0
F ( x , y ) U( x ) dx = K# 7

其中, K为自伴算子<的最大本征值, U、7 为相应的自伴算子<的本征元。

对F ( x , y ) - KU( x ) 7 ( y ) 使用上述定理又可得相应的 K、U、7 , 继续这一过程可得 F( x , y ) 的最优

分解。定理 4证明了分划无限加细时与连续情形的一致性(具体证明见附录)。

定理 4  若 F( x , y ) I C2 ( 8 ) , F( x , y ) = E
2

i= 1
Ki f i ( x ) gi ( y ) 为其相应的分解式,条件同引理1, 0 =

x 1 < x 2 < ,< x n = 1, 0 = y 1 < y 2 < ,< y n = 1为区间[ 0, 1] 的两个等距划分,又 F = K
n

1 f
n

1 g
nT
1 +

K
n
2f

n
2 g

nT
2 ,则下列结论成立:

1) l im
ny ]

K
n
i = Ki   ( i = 1, 2)

2) 适当地选择 f
n

i , g
n

i 的符号,有 lim
ny ]

f
n

i = f i , lim
n y ]

g
n

i = g i   ( i = 1, 2)

4  实例

通过例1说明最优分解将二元插值问题转化为一元插值问题的可行性。通过例2说明最优分解将二

元去噪问题转化为一元去噪问题的可行性。

例1  (图像插值) 取图像大小为 372 @ 372,对其间隔采样,然后再插值。使用最优表达取 k = 186,

对分解因子使用 3次样条函数
[ 5]
来进行插值。通过图1可以看出此法的结果要优于双线性插值的结果。
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图 1 最优分解插值
Fig. 1  Interpolation with the greatest expression

  例 2  (图像去噪) 这里我们使用最优表达取 k = 186,对分解因子进行小波去噪(简单的去掉其高

频成分)。通过图 2可以看出,使用最优分解方法去噪可以取得一定的效果。此外这种方法使得我们考虑

的数据维数从 M @ N 维降为M 维和N 维,方便了处理。

图 2 最优分解去噪
Fig. 2  Denoising with the greatest expression

通过实例可以看出,寻求图像在L 2范数意义下的近似最优表达,将对M @ N维图像数据的处理,转

化为 M 维和N 维向量的处理,在实际中是可行的。由于最优分解充分考虑了图像本身的特性,从而可能

会有更好的结果。
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附录:

引理1  若 F ( x , y ) I C2 ( 8 ) , F( x , y ) = E
2

i = 1
Ki f i ( x ) g i ( y ) 为其相应的分解式。其中 K1 > K2 ,并且

f i ( x ) , g i ( y ) 满足规范化条件:

+f i ( x ) + 2 = +g i ( y ) + 2 = 1  3f 1 ( x ) , f 2 ( x ) 4= 3g1 ( y ) , g2 ( y )4 = 0  i = 1, 2

若0 = x 1 < x 2 < ,x n = 1, 0 = y 1 < y 2 < ,y n = 1为区间[ 0, 1] 的两个等距划分,则有下列结论

成立:

1) F
T
F 的特征向量具有形式g

n
= l

n
1 g1 ( n) + l

n
2 g2 ( n ) ;

88                    国 防 科 技 大 学 学 报               2003 年第 5期



其中, g i ( n) 代表 gi ( y ) 的容量为 n 的采样向量。

2) 若 g
nT
g

n
= n,则{ l

n

1} , { l
n

2} 皆为有界序列。

3) 对 FF
T
也有一致的结论。

证明:记  b
n
ij = g

T
i ( n) gj ( n) , a

n
ij = f

T
i ( n ) f j ( n)  i , j = 1, 2

由于连续函数的本征函数是连续的,故 f i ( x ) , g i ( y ) I C2 ( [ 0, 1] ) i = 1, 2。此外由已知易见:

F
T
F = K

2
1 a

n
11 g1 ( n) g

T
1 ( n) + K1K2 a

n
12 ( g 1 ( n) g

T
2 ( n) + g2 ( n) g

T
1 ( n) ) + K

2
2 a

n
22g2 ( n) g

T
2 ( n)

由定理2知最优分解因子为 F
T
F 的特征向量,故有:

g
n
= l

n

1 g1 ( n ) + l
n

2g2 ( n) ( 3)

由 g
nT
g

n
= n 得:

( l
n
1 )

2
g
T
1 ( n) g1 ( n)

n
+
2l

n
1 l

n
2 g

T
1 ( n) g2 ( n)

n
+
( l

n
2 )

2
g
T
2 ( n) g 2 ( n)

n
= 1 ( 4)

若有一无界,不妨设为{ l
n

1}。则由规范化条件得:

vnk , s . t
g
T
1 ( nk ) g1 ( nk )

nk

\ 1
2

 
g
T
2 ( nk ) g2 ( nk )

nk

\ 1
2

g
T
1 ( nk ) g2 ( nk )

nk

[ 1
4

则( 4) 式右边 \ 1
2
( l

n
k
2

1 - | l
n
k
1 + l

n
k
2 | + l

n
k
2

2 ) \ ( l
n
k
2

1 + l
n
k
2

2 )P4 y+ ] ,矛盾。

故2) 成立。同理可知 3) 成立。

引理2  条件同引理 1,若 g
n
为F

T
F 的最大特征向量,则有 lim

ny+ ]

l
n

2

l
n
1
< + ] ;若 g

n
为F

T
F 的次大特

征向量,则有 lim
ny+ ]

l
n
1

l
n

2
< + ] 。

证明:记 b
n

ij = g
T
i ( n) gj ( n) , a

n

ij = f
T
i ( n) f j ( n) , i , j = 1, 2。

其中, g i ( n) 代表 gi ( y ) 的容量为 n 的采样向量, f i ( n) 代表 f i ( x ) 的容量为 n 的采样向量。

再记 l
n

ij 表示采样为n时,采样矩阵的第 i 个分解因子对应的第j 个连续分解因子采样向量的系数。

反证:若不然,由引理 1知 l
n

11 , l
n

12皆有界,故 vnk  s . t | l
n
k
11 | y 0  | l

n
k
12 | y 1。进一步由 F

T
Fg

n

1 =

K
n

1 g
n

1 可知: K
n
k
1 y K2。

再由正交性知: l
n

11 l
n

21 b
n

11 + l
n

12 l
n

21 b
n

12 + l
n

11 l
n

22 b
n

21 + l
n

12 l
n

22 b
n

22 = 0

故lim
ny ]

l
n

22 = 0。由( 4) 式可以看出 lim
ny ]

| l
n

21 | = 1,同样由 F
T
Fg

n

2 = K
n

2g
n

2可知 K
n
k
2 y K1。

从而 K1 [ K2 ,与已知 K1 > K2 矛盾。

故结论成立。

定理 4的证明: 记 b
n

ij = g
T
i ( n) gj ( n) , a

n

ij = f
T
i ( n) f j ( n )  i , j = 1, 2, 简记 g i = g i ( n) , f i = f i ( n)。

由引理1可知:

( F
T
F) ( l

n
1 g + l

n
2 g2 ) = [ K

2
1a

n
11 ( l

n
1 b

n
11 + l

n
2 b

n
12 ) + K1K2 a

n
12 ( l

n
1 b

n
12 + l

n
2 b

n
22 ) ] g 1

 + [ K
2
2 a

n
22 ( l

n
1 b

n
12 + l

n
2 b

n
22 ) + K1K2 a

n
12 ( l

n
1 b

n
11 + l

n
2 b

n
21 ) ] g2

= n
2
K
2n
( l

n
1 g1 + l

n
2 g2 ) ( 5)

若 g
n
为最大特征向量, 将( 5) 式两侧左乘以 g

T
1 后令 n y+ ] 可知:

lim
ny+ ]

( K
2
1 - K

2n
1 ) l

n

1 = 0

结合引理 2知: lim
ny+ ]

K
2n
1 = K

2
1 , 即 lim

n y+ ]
K
n
1 = K1。同理将( 5) 式两侧左乘以 g

T
2 后令 n y+ ] 可知:

lim
ny+ ]

( K
2
2 - K

2n
1 ) l

n

2 = 0, 从而 lim
ny+ ]

l
n

2 = 0,进一步可知 lim
ny+ ]

l
n

21 = 1。

故适当地选择 g
n
1 的符号,有 lim

ny+ ]
g

n
1 = g1。同理可知在相同意义下有 l im

n y+ ]
f

n
1 = f 1。

若 g
n
为次大特征向量, 同理可知结论成立。

89谭  璐, 等:高维图像数据的最优表达


