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倒向随机微分方程在欧式期权中的应用’

史正伟，傅一歌

(国防科技大学理学院，湖南长沙410073)

摘 要：假设市场为无套利市场，而且市场上只有两种证券：一种是无风险债券；一种是有风险的股票。

通过自筹资策略，得到期权价格所满足的倒向随机微分方程(BSDE)，利用倒向随机微分方程给出欧式期权价

格概率表示；并证明欧式期权的完全套期保值性。
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The Application of Backward Stochastic Differential

Equations to European Option
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A晡ract；A姻删og that them is no arbitrage and there are two securities traded，risldess and fisky in the market，by

self-financing strategy M ohtaln the BSDE option price satisfies，md then we wiR伊f the probability expression formula of the

Etrropean optiorⅧ’pdce by BSDE．We will茸ve the proof of the complete hedging of the European option．
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近年来，在金融领域，衍生证券变得越来越重要，主要因为金融衍生资产可以作为保值和减小风险

的工具，又可以被当做高风险和高收益的机会，期权赋予其购买者在预先约定的时间以预先约定的价格

买入或卖出某项基础资产的权利，为获得这种权利则必须支付给期权出售者费用，反映出期权的买卖双

方对某一权力做出的价值判断，但期权的价格很难从市场中直接反映，因此期权定价一直都是金融数学

中的一个重要课题，在金融衍生市场中进行交易的期权大部分是标准期权，即欧式期权和美式期权。所

以对标准期权的定价就显得尤为重要。

在金融经济学中期权的定价及其套期保值策略的构造具有重要的地位，对于定价已有很多研究结

果⋯。传统的期权定价理论一般以随机分析中的鞅表示定理和Gisanov定理作为研究工具，而近年来随

着倒向随机微分方程的理论迅速发展，彭实戈通过倒向随机微分方程获得了非线性Feynman—Kac公

式“]．嵇少林，陈增敬等对倒向随机微分方程作了广泛的研究。

1证券．期权价格模型

考虑连续市场情形，设(n，F；。，F，P)为概率空间(n，F，P)带了一a代数流的概率空问，其中E

：a(w(s)，s≤￡)，即由标准布朗运动{w(s)}Ⅲ产生口的代数流，考虑只有两种可交易资产的市场模

型：一种债券，一种股票。价格过程分别为且，S：。并满足

dB,=B：r(t)dt

dS,=卢(f)s!dt+d(t)Sdw：

rC￡)≥0为债券瞬时利率，卢(f)表示股票的瞬时期望率，一(t)表示股票的瞬时波动率，假设：(1)
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r(f)，卢(t)，a(f)都是有界的确定性函数情形且a。1(r)有界，t C--[0，T]；(2)投资者为小投资者，即它

的投资行为不影响证券的市场价格。

设小投资者在t时刻时的资本为K，将K分成两部分：z(t)，K一”(t)。将z(f)投资于股票，E一

”(t)投资于债券，由于小投资者在t时刻作出的决策只依赖于当前获得的信息只，所以“(t)是可料过

：

程，假定n(t)∈M(O，T)={置I X。取值于尺1、，l适应的随机过程，E J(置)2dt<*}，则自筹资资产方
七

程满足线性随机微分方程：

dK=(r(t)v(￡)+(p(r)一r(t))“(f))df+d(t)Ⅱ(t)dⅢ。

根据无套利定价理论，对于欧式看涨期权的未定权益^=(S，一^)+，期权在z时刻的价格为下面

倒向随机微分方程的解在t时刻的值K：

fdK=(r(￡)K+(p(t)一，(f))“(t)dt)+D(￡)Ⅱ(t)dw。

IH：(s(丁)一e)t (1)

2 欧式看涨期权定价公式的推导

2．1 传统的欧式看涨期权定价

在此不详细证明，只给出证明的步骤；对于未定权益^=(s，一％)+的定价，关键有三个步骤：

(1)找到等价鞅测度，也即使得股票的折现价格i：为鞅；(2)取折现权益在等价鞅测度下的条件期

望过程：x?(P，“)：F。(每葛l F：+)，o≤￡≤r；(3)寻找可料过程口：，NN dxj：01dS。，从而求

得自筹资策略口=(啡，0：)，使得相应的资本过程i 8=丑’，于是折现资本过程：y?(卢，“)=

E’(e。‘“”再(“)I F：)。

2．2 用倒向随机微分方程证明欧式看涨期权的完全套期保值性及确定价格的概率表示

定义 如果存在般票与证券的投资组合策略能够复制出一种期权，就称该期权可以完全套期保

值，在只有两种证券的市场上，完全套期保值反映在倒向随机微分方程中就与解的存在唯一性有关”o。

对于倒向随机微分方程：

f—dE=g(E，互，t)dt一互d"：

1 yr：e

这里{是一个给定的n可测的随机变量，g：R1 x R1 x[0，T]一R1的只适应过程，由文献[4]知，若

(1)I g(*，o，0)I ds∈￡2(o，Fr，P，R1)

(2)g关于(y，：)满足Lipschitz条件：V，，Y‘，=，：。∈R，3 C>o，使得

g(r，Y，。)一g(t，y‘，=4)I≤c(1 Y—y+I+l：一。’I)

(3)}∈L2(Q，B，P，R1)

则存在唯一的f适应过程(Y，：)∈M(O，T，R1×R1)。

定理1 欧式看涨期权可以完全套期保值。

证明：令。(f)=口(t)“(t)，则方程(1)变为

』一dE=(一r(f)K一(一∥(f)一r(f))d“(r)=(f))d￡一：(t)dwr r，、

【¨=(s(r)一＆)+

因为

1)I o ds∈r(Q，F，，P，R)

2)l g(￡，Y，z)一g(t，Y。，：。)l=J r(t)(Y—Y‘)+(卢(t)一，(t))口’1(t)(：一=。)l
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≤M(1 y—Y’i+1；一：+1)

其中，M≥max{，(￡)，l芦(￡)一r(￡)1 D一(￡)}。

3)n∈L2

所以该方程有惟一解，因此，欧式看涨期权可以被股票与证券的投资组合完全复制。

定理2欧式看涨期权在t时刻的价格K可以表示为变量S(t)，t的确定性函数c(S(t)，t)，并且

C(s(t)，t)是下面偏微分方程的解：

仁+竺。¨2、：m溉一“)c=0 (3)
【C(Ⅳ，，)=(x—k)+

⋯

其中，c(s(t)，￡)∈c2+1(R，[0，r])。

证明：对函数c(S(￡)，t)，运用It6公式及方程(3)得：

dC(s(￡)，f)=[e+吉c。，(f)s2(f)+卢(t)cs(￡)]dt+e口(f)s(￡)d批

=[r(f)C+(户(t)一r(I))仁s(t)dt+es(f)d(t)dw：]

记c和(t)S(￡)=z(})，得到

dc(s(t)，t)=[r(t)c+(∥(t)一r(t))口一1(f)：(1)]df+z(￡)dw。

与(2)式比较，由倒向随机微分方程解的惟一性可得：

K=c(s(t)，t)

为了得N(3)式的解的形式，引入概率测度P’，令

器=exp{一no．-I㈦(如)“t))m。一“[0．-1(c)沁㈤“∽md)
则P。为P的等价概率测度。由Gisanov定理知随机过程

"?=机+i[d。(t)(F(r)一r(￡))]dt

为概率空间(Q，E，P+)上的标准布朗运动。由定理2知，要得到￡时刻期权的价格，只要求得(3)式的解

即可。

定理3方程(3)有解：c(S(￡)，￡)=毋-[(S(T)一^)+exp[一J r(s)ds]I E]

证明：对函数C(S(h)，h)exp[一I，(s)ds]运用It6公式得：

dC(S(h)，h)exp[一f r(s)ds]

=exp[一i r(s)ds][C^+{c∥2(们s2(∽+弘(^)eS(h)一r(h)c]肌

+exp[一I r(5)ds]仁口(h)S(h)dto．

：。。“一fh，(。)d。][G+{c∥：(^)sz(¨+，(¨Gs(^)一，(h)Clah

+exp[一I r(s)d5]ed(h)S(^)dtc|：

由方程(3)知，dc(s(¨，h)exp[一I r(s)ds]=exp[一I r(s)扎]c，(¨s(^)i dw：，则

c(s(r)，Z)exp[一I r(s)ds—c(s(f)，f)]=l{exp[一I几)州如(”s(^)}dⅢ：

由本文所给的条件知，Ef7[np[一fhF(。)山]c，d(^)s(^)]：dh<。，所以t：f8{。。p[一
r(≈)d々]c∥(^)S(h)dw：i为P“鞅。两边取砟·[*J E]，得到毋-[厶1只]=t=0，因此方程(3)
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的解为：

c(s(})，f)=Ee一[(s(r)一^)+exp[一I r(s)ds]l f] (4)

注：当卢(￡)：p，一(f)；a，r(f)=r时，通过解微分方程(3)或用概率论方法直接由(4)得出期权

价格的显示解就是著名的Black—Scholes公式。

3 结论

倒向随机微分方程在金融市场上具有很重要的价值，文中所解决的问题为期权定价提供了理论依

据，也说明金融市场上的一些问题可以转化为解决倒向随机微分方程的问题。
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5 结束语

讨论了基于软件无线电技术，对直接序列扩频的码元起始点进行捕获与跟踪的几种快速算法。方案

对中频采样信号的处理全部用软件算法实现，适用于信噪比较低、对设备体积及功耗有严格限制的通信

系统中。本方案在某通信系统中已得到应用，系统运行结果符合技术要求。
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