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属性约简与近似集的关系研究
*
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摘  要: 上近似和下近似是在粗集理论中最基本的概念, 而粗集理论的主要思想又是在保持分类能力不

变的前提下通过对属性的约简导出问题的决策和分类规则。本文讨论了属性的约简和相对约简与上近似和

下近似的关系,并在此基础上提出了一种新的相对约简 ) ) ) 保近似约简。
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Abstract:Upper approximation and lower approximation are the most elementary concepts in rough set theory, while the

primary idea in rough set theory is to deduct the decision and rule of classification through reducing the attributes and keeping the

ability of classification unchanged. This paper discusses the relationship of reduct and relative reduct and the upper approximation

and lower approx imation. On the basis of the relationship we propose a novel relative reduc-t holding approximation reduct.
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粗集理论是一种新的处理不确定性知识的数学工具
[ 1~ 3]

, 基于粗集理论的数据分析无需提供所需

处理的数据集合之外的任何先验信息, 而是/让数据自己说话[ 2] 0。上、下近似是粗集理论中最基本的概

念,属性约简则是粗集理论的核心
[ 5]

,关于属性约简目前已有很多成熟的方法
[ 6]
。本文通过对属性约简

与近似集的关系的研究, 揭示已定义的相对约简实际上只是在保持所关心范畴(论域的子集) 的下近似

不变的前提下对属性约简,而在粗集理论中却是同时利用上、下近似来对一个范畴进行描述, 从而现有

的相对约简过程可能会导致有用信息的丢失。

1  约简与近似集的关系

定理 1  对于信息系统 S = ( U, A ) ,如果非空集合 Q A P A A 独立,则如下等价:

( 1) Q 是P 的一个约简;

( 2) PX I UPP, QX = PX ;

( 3) PX I UPP, �QX = �PX ;

( 4) PX A U , QX = PX ;

( 5) PX A U , �QX = �PX。

证明:  / 1 ] 4, 50:若 Q是P 的一个约简,于是 Q和P 具有相同的基本范畴,这样显然有 4, 5成立;

/ 2, 3 ] 10: 如果 PX I UPP , QX = PX 或QX = �PX 之一成立, 由于 P 基本范畴的P - 下近似或 P - 上

近似都是其本身,也就是说任意的 P基本范畴的Q- 下近似或 Q- 上近似也为其本身, 即P基本范畴都

是 Q 基本范畴的并,由 Q独立可知Q是P 的一个约简。
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对属性的约简是在保持属性集分类能力的前提下删除不重要的属性。从上述定理可以看出,保持对

论域的分类能力和使得论域中任何子集(特别地, P 基本范畴) 的上近似集或下近似集不改变是等价

的。

定理 2  对于信息系统 S = ( U, A ) , 如果有 A 的非空子集B、C、D ,且 B A C 是相对D 独立的,则

如下等价:

( 1) B 是C 的一个D 约简;

( 2) PX I UPD , BX = CX。

证明  / 1 ] 20: 由 B A C知UPC A UPB ,于是 PX A UPD , BX A CX ,因 B 是C 的一个D约简,故

posB ( D ) = G
X I UPD

BX = posC ( D ) = G
X I UPD

CX ,由 UPD 是U的划分易知: BX = CX。

/ 2 ] 10: PX A UPD , BX = CX ,于是posB ( D ) = G
X I UPD

BX = G
X I UPD

CX = posC ( D ) ,由 B 是相对D独立

的得 B 是C 的一个D 约简。

推论 1  对于信息系统 S = ( U, A ) ,如果有 A 的非空子集B、C、D、Dc, 且 UPD = UPDc,则如下等

价:

( 1) B 是C 的一个D 约简;

( 2) B 是C 的一个Dc约简。

推论 2  对于信息系统 S = ( U, A ) ,如果非空集合 B A C A A ,则如下等价:

( 1) B 是C 的一个C 约简;

( 2) B 是C 的一个约简。

证明:由/定理 20知 B 是C 的一个C约简等价 PX A UPC, BX = CX ,再由/定理10得 B 是C 的一

个约简。

定理 3  对于信息系统 S = ( U, A ) ,如果非空集合 B , C, D A A 且B 是C 的一个D 约简,则:

�BX B �CX ( PX A U )

由/定理 20知, C的D 约简是在D 基本范畴的下近似不变的前提下对来对C进行约简,这样对于相

同 D基本范畴内的不同C 基本范畴,以及不属于任意 D基本范畴的不同C 基本范畴之间的区分信息将

变得不重要,显然,后者可能导致/定理 30 结论中真包含的情形成立。

从上面的讨论可以看出, 对属性集进行约简是在每个范畴的上、下近似不改变的前提下删除不重要

的属性,这不会改变范畴的近似精度
[ 2, 5]
。然而在相对约简中却只保持所关心范畴的下近似保持不变,而

上近似则可能变大, 从而使其近似精度减小。

2  保近似约简

定义1  对于信息系统S = ( U, A ) ,如果非空集合 B , D A A ,称 a I B 是B中D保近似不必要的,

如果:

( 1) PX I UPD , ( B - { a } ) X = BX ;

( 2) PX I UPD , ( B - { a } ) X = �BX。

否则称 a是B中D 保近似必要的;如果 Pa I B都是D保近似必要的,称 B 是相对D 保近似独立的; B

中所有 D 保近似必要的属性构成的集合称为B 的D 保近似核,记为hcoreD ( B )。

定理 4  对于信息系统 S = ( U, A ) ,如果有 A 的非空子集B、D ,且 B 是相对D独立的,则 B是相对

D 保近似独立的。

事实上,如果 B 是相对D 独立的, 则由 Pa I B , posB ( D ) X pos( B- { a} ) ( D ) ,显然可得/定义10中的

( 1) 不被满足, 即 Pa I B 都是D 保近似必要的, 从而 B 是相对D 保近似独立的。

定理 5  对于信息系统 S = ( U, A ) ,如果有 A 的非空子集B、D 且 posB ( D ) = U ,则如下等价:

( 1) B 是相对D 独立的;

( 2) B 是相对D 保近似独立的。
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事实上,当 posB ( D ) = U时 PX I UPD 为B 可定义, /定义 10中的( 1) , ( 2) 变成一回事。

定义 2  对于信息系统 S = ( U, A ) ,如果有 A 的非空子集B , C , D 且B A C 是相对D保近似独立

的,我们称 B 是C 的一个D 保近似约简,若:

( 1) PX I UPD , BX = CX ;

( 2) PX I UPD , BX = �CX。

保近似核和保近似约简有如下关系:

定理 6  hcoreD ( C) = H hredD ( C ) ,其中 hredD ( C) 是所有 C 相对D 的保近似约简构成的集合。

证明: ( �) hcoreD ( C) A H hredD ( C)。设 a I hcoreD ( C) , 需要证明 a I H hredD ( C)。反设 a | H

hredD ( C) , 则存在某个 B I hredD ( C ) 使得 a | B。从而有 B A C- { a} ,于是:

PX I U, BX A ( C - { a} ) X A CX , �BX B ( C- { a} ) X B �CX
另一方面,因为 B 是C 相对D 的一个保近似约简,即 PX I UPD , BX = CX , �BX = �CX ,从而可以得到

PX I UPD , ( C - { a} ) X = CX , ( C - { a } ) X = �CX , 这说明 a 是C 中D 保近似不必要的, 即 a |
hcoreD ( C) , 矛盾。

( �) H hredD ( C) A hcoreD ( C)。设 a I H hredD ( C) , 需要证明 a I hcoreD ( C )。反设 a |

hcoreD ( C) , 这说明a是C中D保近似不必要的, 即 PX I UPD , ( C - { a} ) X = CX , ( C - { a} ) X = �CX。

另一方面,因为保近似约简总是存在的,我们知道 C- { a} 有一个相对D的保近似约简B 0。从 B0 A C-

{ a} 知, a | B0。C - { a } 有一个相对 D 的保近似约简B0 满足:

( 1) PX I UPD , ( C - { a} ) X = B0X , ( C - { a} ) X = B0X ;

( 2) 如果 B < B 0 , PX I UPD , ( C - { a } ) X = BX , ( C - { a} ) X = �BX 不同时成立。这两个条件可

以重写为

( 1c) PX I UPD , CX = B 0X , �CX = B0X ;

( 2c) 如果 B < B0 , PX I UPD , CX = BX , �CX = �BX 不同时成立。

注意到 B0 A C - { a} A C,我们知道 B0 是一个 C 相对D 的保近似约简,即 B0 I hredD ( C) ,由 a

| B0 可知, a | H hredD ( C) ,矛盾。

定理7  对于信息系统S = ( U, A ) , 如果有A 的非空子集B、C、D ,且 B为C的一个约简,则存在 Bc

为 C 的D 约简, Bd为C 的D保近似约简满足:

B k Bd k Bc

由前面的讨论, C的约简保持论域所有范畴的上、下近似,而保近似约简只需保持D基本范畴的上、

下近似, C 的D 约简仅需保持D 基本范畴的下近似,由此所需要的区分信息相应减少,从而可得定理的

结果。

定理 8  对于信息系统 S = ( U, A ) ,如果有 A 的非空子集B、C、D ,且 B A C, posC ( D ) = U ,则如

下等价:

( 1) B 是C 的一个D 约简;

( 2) B 是C 的一个D 保近似约简。

证明  如果( 1) 成立,即 PX I UPD , BX = CX ,由 posC ( D ) = U知 PX I UPD都是B 和C 可定

义的,即 BX = CX = X = �CX = �BX ,从而 B是C 的一个D保近似约简。如果( 2) 成立, 由/定理40易知

( 1) 成立。

由此,协调决策系统 S = ( U , A = C G D ) 条件属性 C 对决策属性D 的约简和保近似约简是一致

的。

C 相对D 的保近似约简对同一D基本范畴内的不同C 基本范畴之间的区分信息不予考虑, 因为这

并不改变所关心的 D 基本范畴的上、下近似,这与相对约简是一致的。在对不属于任意 D 基本范畴的不

同 C 基本范畴间的区分信息的处理上,在相对约简中同样认为它们是不重要的。然而, 当与不同的由 D
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基本范畴构成的集合中, 每个D基本范畴交都非空的C基本范畴(这些C基本范畴不属于任意D基本范

畴且它们的 D 上近似不同) 间的区分信息被忽略而使它们合并成为一个基本范畴时,这将增大部分 D

基本范畴的上近似, 从而减小其近似精度,这正是保近似约简中要避免的情况,也是相对约简和保近似

约简的区别所在。类似求相对约简的方法
[ 5]

,通过构造区分矩阵
[ 4]
可以求关于属性集的保近似约简。

设信息系统 S = ( U, A ) 的区分矩阵是一个 n @ n 矩阵,其任一元素为:

a( x , y ) = { a I C | a( x ) X a( y ) 且 w ( x , y ) }

对于 x , y I U, w ( x , y ) 满足如下之一:

( 1) x I posCD 且 y | posCD ;

( 2) x | posCD 且 y I posCD ;

( 3) x , y I posCD 且( x , y ) | ind( D ) ;

( 4) x , y | posCD 且�D ( [ x ] C ) X �D ( [ y ] C )。

也可以按如下的方法来确定区分矩阵中任一元素:

a( x , y ) =
<            当选取 v ( x , y ) ;

{ a I C | a( x ) X a( y ) }  否则。

对于 x , y I U, v ( x , y ) 满足如下之一:

( 1) x , y I posCD 且( x , y ) I ind( D ) ;

( 2) x , y | posCD 且�D ( [ x ] C ) = �D ( [ y ] C )。

S 的区分函数定义为

$ = F
( x, y) I U@ U

E a( x , y )

S 区分函数的极小析取范式中的所有合取式是C的所有的相对D 的保近似约简。易知,如果 B A C

是满足: B H a( x , y ) X <( Pa( x , y ) X <) 的极小子集,则 B 是C 的一个D 保近似约简。D 核(保近似

核) 是 S 的区分矩阵中所有单个元素组成的集合。

通过以上的论述,我们容易得到如下结果:

定理 9  对于信息系统 S = ( U, A ) ,如果有A 的非空子集B、C、D ,且 B是C的一个D保近似约简,

则如下成立:

�D ( [ x ] B ) = �D ( [ x ] C )   Px I U

也就是说, 对于决策系统的条件属性进行保近似约简不会使论域中每一个对象的导出的可能决策

增多,这在下面的实例中将得到具体的体现。

3  实例

设有决策系统(表1) S = ( U , A = C G D ) , 其中 C = { a, b, c} , D = { d}。求保近似约简的区分矩

阵由表2给出,矩阵带阴影的元素在一般的相对约简中为空。由表 2对应的区分函数为

$ = b ( a D b D c) ( a D c) ( a D b) ( b D c) = b ( a D c ) = ab D bc .

  因此, C的有两个D保近似约简{ a, b } 和{ b , c} , D保近似核是{ b }。易得该决策系统中 C的D约简
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和相对核均为{ b}。表 3为 D基本范围关于相对约简和保近似约简结果的上近似:

表 3 UPD 的上近似
Tab. 3 The upper approx imation of UPD

UPd { 1, 4, 6, 7} {3} {2, 5}

{ b} { 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} {2, 3, 4, 5} {2, 3, 4, 5}

{ a, b } { 1, 4, 5, 6, 7} { 2, 3} {2, 3, 4, 5}

{ b , c} { 1, 4, 5, 6, 7} { 2, 3} {2, 3, 4, 5}

  相对约简所得到的决策规则为:

( 1) ( b = 0) | y ( d = 0) ;

( 2) ( b = 2) | y ( d = 0 D 1 D 2)。\ 覆盖对象为论域中的{ 2, 3, 4, 5}

而保近似约简得到的规则为(不妨取{ a, b } 为约简结果) :

( 3) ( b = 0) | y ( d = 0) ;

( 4) ( a = 2) C ( b = 2) | y ( d = 1 D 2) ; \ 覆盖对象为论域中的{ 2, 3}

( 5) ( a = 1) C ( b = 2) | y ( d = 0 D 1)。\ 覆盖对象为论域中的{ 4, 5}

4  结束语

对于协调的决策系统条件属性集相对决策属性集的保近似约简和相对约简是等价的。但通常的决

策系统并不一定是协调, 于是不确定规则变得十分重要,然而相对约简却往往会改变不确定规则的确定

性,如例中/规则( 2) 0较之/规则( 4, 5) 0 明显损失了信息,更加不确定。在例子中, 条件属性集是独立的

(而相对决策属性集保近似不独立) ,但利用全部的条件属性 C = { a, b, c} 也只能够得到保近似约简后

所得到的同样确定的决策规则。也就是说,保近似约简既能约简掉多余的属性,又能够最大限度地保留

知识。由此,借助保近似约简代替相对约简来处理问题在实际中是有意义的。
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