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高维无穷时滞 NFDE概周期解的存在性和稳定性
*

刘易成,李志祥
(国防科技大学理学院,湖南 长沙  410073)

摘  要: 讨论高维的中立型泛函微分方程

d
dt

x ( t) - Q
0

- ]
q ( s ) x ( t + s )ds = A ( t, x ) x ( t) + f ( t , x t)

的概周期解问题。利用 Ch 空间,矩阵测度和 Krasnoselski不动点定理获得了其概周期解的存在性与惟一性定

理。特别地, 当 q = 0 时给出了存在惟一且一致稳定概周期解的条件, 推广了文献[ 1 ~ 5] 的结果。
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The Existence and Stability of the Almost Periodic Solutions

of the Higher Dimensional NFDE with Infinite Delay
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Abstract: The authors investigate the almost per iodic solution of neutral functional equat ion with infinite delay of the

following

d
dt

x ( t) - Q
0

- ]
q ( s ) x ( t + s )ds = A ( t, x ) x ( t) + f ( t , x t)

Some results on the ex istence and uniqueness o f almost per iodic solutions are obtained by use of Ch space, matr ix measure and

K rasnoselskii. s fixed theorem. Especially, w hen q ( s ) is zero matr ix , we derive sufficient conditions for the existence of a

unique and unifo rmly stable almost periodic solution, w hich generalizes sever al results in r eferences [ 1 ~ 5] .
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1  引 理

近年来,对无穷时滞NFDE的周期解和概周期解的研究引起了人们极大的关注,尤其是对无穷时滞

Volterra型积分微分方程的周期解存在性有比较详细的结果
[ 1~ 4, 7]

,而对概周期解存在性的研究更备受

关注。本文在文献[ 1 ~ 5] 的基础上考虑方程

d
dt

x ( t ) -Q
0

- ]
q ( s) x ( t + s)ds = A ( t , x ) x ( t ) + f ( t , x t ) (1)

的概周期解的存在性和稳定性,利用矩阵测度和不动点方法得到了它存在概周期解的几个充分条件,推

广了文献[ 1 ~ 5] 的相应结果。

设 f ( t ) 是概周期函数( Almost periodic funct ion) ,以下记 R 上所有概周期函数的全体为 AP。f ( t )

的平均值定义为 M ( f ) = lim
T y ]

1
TQ

T

0
f ( s) ds。如果 f I AP ,则 f 的平均值一定存在

[ 7]
;当 f 为周期函数

时, M ( f ) =
1
TQ

T

0
f ( s) ds。记 �f = sup

t I R
| f ( t ) | , f = inf

t I R
| f ( t ) |。序列{ An } 简记为 A, T Af = lim

ny+ ]
f ( t +

* 收稿日期: 2003- 04- 04

基金项目:校预研基金资助项目

作者简介:刘易成( 1977 ) ) ,男,硕士生。

国  防  科  技  大  学  学  报
第 25 卷第 6 期      JOURNAL OF NATIONAL UNIVERSITY OF DEFENSE TECHNOLOGY     Vol. 25 No. 6 2003



An) , mod( f ) = { LBL= E
N

j= 1

n jKj , Kj I +f }
[ 6, 8]

, 其中, Kj、N 是整数, +f 表示f 的指数集。在 R
n 和R

n@ n

中定义范数: +x + = E
n

i= 1

x
2
i

1
2 , + A + = E

n

i , j= 1

a
2
ij

1
2 , R

n@ n 中的矩阵测度定义为[ 2]
: L( A ) =

Kmax
1
2
( A + A

T
) , Kmax [ A ] 表示矩阵 A 的最大特征值。易见,当 A I AP时,有 L( A ) I AP。记 R

-
=

(- ] , 0] , BC = { U| U I C( R
-
, R

n
) , | U( s) | 有界, s I R

-
}。设 h I C (R

-
, R ) , h( s) > 0 且 l =

Q
0

- ]
h( s)ds < + ] 。可设 l = 1(否则有1= l

- 1Q
0

- ]
h( s)ds) ,对 UI BC,定义 | U| h = Q

0

- ]
h( s) | U|

[ s, 0]
ds,

其中 | U|
[ s , 0]

= max
s [ H[ 0

| U( H) | ,则 | Ó | h 是BC 的范数。记( BC, | Ó | h) 为 BCh ,则 BCh 是Banach空

间[ 1]。记C = { u | u I C( R , R
n
) , u I AP } , 对 u I C, + u + = sup

t I R
| u ( t ) | ; 记 C1 = { u | u I C

1
( R ,

R
n
) , uc I AP, u I AP} ,对 u I C 1, +u +1 = +u + + +uc+ , 则 C , C1 均为 Banach空间。

考虑方程

xc( t ) = A ( t ) x ( t ) (2)

xc( t ) = A ( t ) x ( t ) + g ( t ) (3)

其中, x I R
n
, A ( t ) 为 n @ n 函数矩阵, A , g I AP。

引理 1
[ 4]  设 X ( t , t 0) 是式( 2) 满足 X ( t 0, t 0) = I 的基本矩阵,则有

X ( t , S) X ( S, s ) = X ( t , s ) ,  P t , s , S I R

并且

expQ
t

s
- L[- A ( r ) ] dr [ +X ( t , s ) + [ exp Q

t

s
L[ A ( r ) ] dr

引理2  考虑微分方程(3) ,如果 L[ A ( t ) ] [ a( t ) ,其中 a( t ) 是 AP函数且M ( a) < 0,则式(3) 有

惟一的概周期解 x ( t ) ,并且

x ( t ) = Q
t

- ]
X ( t . s ) g( s )ds,  mod( x ) < mod( A , f )

证明:设 U( t ) 是式(2) 的任意概周期解。由引理 1及 M ( a) < 0知 U( t ) S 0, t I R ,即式(2) 有惟

一的概周期解 U( t ) S 0, t I R。而 x ( t ) = Q
t

- ]
X ( t . s) g( s )ds 是式(3) 的一个解, 并且

| x ( t ) | [ Q
t

- ]
+X ( t , s )�g +ds [ �gQ

t

- ]
+X ( t , s) +ds [ �gQ

t

- ]
expQ

t

s
a( r )dr ds

因此 x ( t ) 是式( 3) 的惟一有界解,并且式( 3) 的任何壳方程都仅有惟一有界解[ 6, 8]。因为 A ( t ) , g ( t ) 是

概周期函数,故对任意序列 Ac, Bc,存在公共子序列 A < Ac, B < Bc使
TA+ B( A ) = TA . TB( A )

TA+ B( f ) = TA . TB( f )

且 y = T A+ B( x ) , z = T A . TB( x ) 在 R上一致成立, 从而 y , z 是同一壳方程的有界解, 故 y S z , 即

T A+ B( x ) = TA . T B( x ) ,从而 x ( t ) 是概周期函数。又若 TA( A ) = A , TA( f ) = f ,则由式(3) 知 TA( x )

= x , 因此 mod( x ) < mod( A , f ) , 引理 2证毕。

引理3
[ 6, 8]  设{ f n( t ) } 是概周期函数列, f I AP ,若mod( f n ) < mod( f ) ( n = 1, 2, ,) ,且{ f n ( t ) }

在 R上局部一致收敛于 f ( t ) ,则{ f n ( t ) } 在 R上一致收敛于 f ( t )。

引理 4
[ 4]  对于任意 u I C , u t 在BCh 中关于 t是一致连续的。

引理 5
[ 4]  若有常数 N , G> 0, M = { u I C 1 | +u + [ N , +uc+ [ G} ,则 f ( t , u t ) 关于 t在

M 上是一致连续的。

2  主要结果及其证明

定理 1  若存在概周期函数 a( t ) ,使得对任意( t , x ) I R @ R
n
,有(H 1) L( A ( t , x ) ) [ a( t ) ,且
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M ( a) < 0; ( H 2) 存在常数 N > 0, 使
b
N

+ qL < (1- q )D
- 1成立,其中, L = sup

t I R , | x | < N
+ A ( t , x ) + , b

= sup
t I R , | U|

h

| f ( t , U) | , q = Q
0

- ]
+ q( s ) +ds < 1, D = sup

t I RQ
t

- ]
exp Q

t

s
a( r ) dr d s,则微分方程(1) 存在概

周期解 x ( t ) ,且当 q = 0时,有 mod( x ) < mod( A , f ) 成立。进一步,若 a( t ) 为 X的周期函数,则微分

方程(1) 存在 X周期解。

证明:任取 u I C 1,考虑如下方程

xc( t ) = A [ t , u( t ) ] x ( t ) (4)

xc( t ) = A [ t , u ( t ) ] x ( t ) + f ( t , x t ) + Q
0

- ]
q( s ) uc( t + s)ds (5)

由引理 2及条件(H 1) 知方程(5) 有惟一的概周期解

x u ( t ) = Q
0

- ]
X u( t , s) f ( t , x t ) + Q

0

- ]
q ( s ) uc( s + r )dr ds

其中, X u ( t , s ) 是方程(4) 的基本解矩阵。由此我们定义 C 1到 C 1的算子 F, G , H , I , J :

( Fu ) ( t ) = Q
t

- ]
X u ( t , s ) f ( s , u s)ds

( Gu ) ( t ) = Q
t

- ]
X u ( t , s )Q

0

- ]
q ( r ) uc( r + s)d rds

(H u) ( t ) = ( Gu) ( t ) - Q
0

- ]
q ( r ) u( r + t ) dr

I = H + F

( Ju ) ( t ) = Q
0

- ]
q ( r ) u( r + t ) dr

容易证明 I + J = F + G。由条件(H 2) 可取常数 M > (1- q - qLD)
- 1
( LDb+ b) > 0,令 S = { u |

u I C 1, + u + [ N , +uc+ [ M }。下面依次验证 S 满足Krasnoselskii不动点定理
[ 9]
的条件: ¹ 对任

意 u, v I S , I u + Jv I S ; ºJ 是压缩映射; »I 在S 上是全连续的。

首先,对任意 u, v I S ,

| ( Fu) ( t ) | [ Q
t

- ]
+X u ( t , s) + | f ( s, u s) | ds [ Q

t

- ]
exp Q

t

s
a ( r )d r | f ( s , u s) | ds [ Db (6)

| ( H u ) ( t ) | = Q
t

- ]
X u ( t , s) A [ s , u ( s) ] Q

0

- ]
q( r ) u ( r + s )dr ds [ qDNL (7)

由条件(H 2) 及式(6)、(7) 知

| ( I u) ( t ) + ( Ju) ( t ) | [ | ( H u) ( t ) | + | ( Fu ) ( t ) | + | ( Ju ) ( t ) | [ qNLD + Db + qN < N

从而

+I u + Jv + [ N

由于

d
d t

[ ( Fu ) ( t ) ] = A [ t , u( t ) ] ( Fu ) ( t ) + f ( t , u t )

故

d
dt

[ ( Fu ) ( t ) ] [ +A [ t , u( t ) ] + | ( Fu) ( t ) | + | f ( t , u t ) | [ LDb+ b (8)

类似于式(8) ,有

d
dt

[ ( H u ) ( t ) ] [ L qDM

d
dt [ ( Ju ) ( t ) ] [ qM

(9)

由 M 的取法及式(8)、(9) 知
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d
dt

[ ( I u) ( t ) ] +
d
dt

[ ( Ju) ( t ) ] [ LDb+ b + LDMq + qM < M

故 +I uc+ Jvc+ [ M ,这里用到了 0 < q + DL q < 1。从而,对任意 u , v I S , I u + J v I S 且 I ( S ) <
S , J ( S ) < S ,即 S 满足条件 ¹。

条件 º、»容易由(H 2) ,引理4和引理 5得到。故由 Krasnoselskii不动点定理知, I + J 在S 上存在

不动点,即方程(1) 存在概周期解 x ( t )。

由引理2知, mod x ( t ) - Q
0

- ]
q( s ) x ( t + s )ds < mod( A , f ) , 当 q = 0时,有mod( x ) < mod( A ,

f ) ,故结论成立。定理 1证毕。

考虑条件 ¹ 的特殊情形: q ( s) = 0且无时滞,下面的定理是文献[ 5] 相应结果的推广。

定理2  若下列条件满足(H 3) L[ A ( t , x ) ] [ - D< 0, D为正常数; ( H 4) 存在常数N > 0,使 b
N

<

D,其中 b 定义同上,则微分方程(1) 存在概周期解 x ( t ) ,且 mod( x ) < mod( A , f ) 成立。

证明:取 a( t ) = - D,则 D = D- 1
,由引理 2及定理 1直接可推知结论成立。

注:定理1和定理 2是文献[ 5] 主要结论的推广。特别是我们的条件与系统的周期 X无关,这更能反

映这类方程存在周期解的固有性质。

定理 3  若下列条件满足:对任意( t , x ) I R @ R
n
,有(H 5) 存在常数 D, N 1 > 0, 使 L( A ( t , x ) )

[ - D, + A ( t , x ) + [ N 1; ( H 6) 存在概周期函数 l ( t ) , 使

| f ( t , U1) - f ( t , U2) | [ l ( t ) | U1- U2 | h ,  U1, U2 I BCh

并且 l + qN 1 < (1- q) D,其中, l = sup
t I R

| l ( t ) | , 则微分方程(1) 存在惟一概周期解 x ( t ) , 且当 q = 0

时,有 mod( x ) < mod( A , f ) 成立。

证明: 由条件(H 6) 知, 对任意 U I BCh,有 | f ( t , U) - f ( t , 0) | [ l ( t ) | U | h, 故 | f ( t , U) | [
l ( t ) | U| h + | f ( t , 0) | , 从而

lim
ny+ ]

1
n

sup
t I R, | U|

h
[ n

| f ( t , U) | [ sup
t I R

| l ( t ) | = l

取 0 < E< (1- q) D- qN 1- l ,则存在 N > 0,使
b
N

< l + E,就有
b
N

+ qN 1 < (1- q) D,所以定

理 1的条件(H 2) 满足,故概周期解的存在性得证。

下面证明惟一性。设 x ( t ) , y ( t ) 是式(1) 的两个概周期解,且 +x - y + X 0,从而

x ( t ) = ( Fx ) ( t ) + ( Gx ) ( t )

y ( t ) = ( Fy ) ( t ) + ( Gy ) ( t )

故 +x - y + [ 1
D
l + q +

1
D
qN 1 +x - y + ,由条件( H 6) 知,

1
D
l + q +

1
D
qN 1 < 1,于是 +x - y + <

+x - y + ,矛盾!故 + x ( t ) - y ( t ) + S 0,即有 x ( t ) = y ( t )。后半部分结论的证明同定理 1的证明。

定理 3证毕。

考虑如下方程

x ( t ) = A [ t , x ( t ) ] x ( t ) + f ( t , x t ) (10)

定理 4  假设条件( H 5) 成立,并且(H 7) 存在常数 K > 1,使得

| f ( t , U1) - f ( t , U2) | [ - 1
k
a( t ) | U1- U2 | h

成立,则微分方程(10) 存在惟一的一致稳定的概周期解 x ( t ) , 且 mod( x ) < mod( A , f )。

证明:由定理 3知,方程(10) 存在惟一的概周期解 u ( t )。对任意 E> 0, t 0 \ 0及 U I BCh ,取 G=

k - 1
k + 3

E。设 | U- u t
0
| h < G, x ( t ; t 0, U) 是方程过( t 0, U) 的解,则 x t

0
= U。于是有

x ( t ) = X ( t , t 0) U(0) + Q
t

0
X ( t , s) f ( s, x s )ds

u ( t ) = X ( t , t 0) u( t 0) + Q
t

0
X ( t , s) f ( s, u s) ds
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往证,对 t \ t 0,必有 | x ( t ) - u ( t ) | < E; 若不然,则存在 t 1 > t 0,使 | x ( t ) - u( t ) | < E, t I [ t 0,

t 1) ,但 | x ( t 1) - u( t 1) | = E,于是

E= | x ( t 1) - u ( t 1) | [ G-
1
kQ

t
1

t
0

exp Q
t
1

s
a( r ) dr a ( s) | x s- u s | hds

由于

| x s- u s | h [ sup
t
0

[ t [ s
| x ( t ) - u ( t ) | + 2 x t

0
- u t

0 h [ E+ 2G( t 0 [ s [ t 1)

故

E [ G+
1
k
( E+ 2G) =

k + 1
k + 3E< E

这是一个矛盾!从而 u( t ) 是惟一的一致稳定的概周期解。由定理 1及该定理条件知mod( x ) < mod( A ,

f )。定理 4证毕。

3  应用实例

考虑方程

 d
dt

x ( t ) + Q
0

- ]
exp(20s) x ( t + s)ds                       

= -
1
2 +

1
8 sint +

1
8 sin( 2 at ) x ( t ) + Q

t

- ]
exp[ 8( s - t ) ] | cos t | x ( s) ds + p ( t ) (11)

其中

p ( t ) =
381
401

cos t +
399
802

sin t -
1
8
sin2 t +

| cos t |
65

( cos t - 8sint )

a 为有理数。易见系统满足定理3的条件。事实上,取 A ( t , x ) = -
1
2
+

1
8
sin t+

1
8
sin( 2 at ) , l ( t ) =

1
8

| cos t | , 从而 l =
1
8
,取 D=

1
4
, q =

1
20

, N 1 =
3
4
,不难验证定理条件成立,并且 l + qN 1 < (1 - q ) D,

由定理 3知方程有惟一的概周期解。特别地, 当 a = 0时,式(11) 存在惟一的 2P周期解: x ( t ) = sint。
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