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对数正态分布加速因子的 Bayes估计
�

刘 琦,冯 静,周经伦
(国防科技大学人文与管理学院,湖南 长沙 � 410073)

摘 � 要: 基于对数正态分布形式以及分布对数标准差不变的条件, 运用 Bayes方法对对数正态分布加速

寿命试验条件下的加速因子进行分析。首先基于全寿命试验数据和随机变量函数分布的理论推导出加速因

子的先验分布;然后由 Bayes公式结合少量的现场截尾试验数据, 得出加速因子的 Bayes估计模型; 最后给出

实例进行说明。

关键词: Bayes方法;对数正态分布; 加速寿命试验;加速因子

中图分类号: O212�8 � � 文献标识码: A

The Bayes Method for Accelerated Factor of Lognormal

Distribution Calculation

LIU Qi, FENG Jing, ZHOU Jing- lun

( College of Humanit ies and Management , National Univ. of Defense Technology, Changsha 410073, China)

Abstract:Based on the condition of constant distribution and const logar ithmic standard deviation for Lognormal

distr ibut ion, the Bayes method is used to analyse t he accelerated factor of accelerated life test. F irstly, according to the complete

life test data and the theory of distr ibution for function o f the random variable, the prior distribution of acceler ated factor is

presented. Then, combined w ith a small amount o f field type � test data, the Bayes formula is used to calculate the accelerate

factor. An example is given to illustrate this method.
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在高可靠、长寿命产品的可靠性评定中, 常用到恒应力加速寿命试验[ 1]。通常情况下可以获得应力

条件下产品的大量试验数据,但对于正常使用条件下, 产品的寿命数据较少, 而且多数为定时截尾寿命

数据
[ 2]
。由于试验环境的差别,需要借助于加速因子进行数据折合。在产品使用初期, 有可能获得产品

的失效信息。利用加速寿命试验和少量的使用失效数据, 以及现场截尾试验数据对加速因子进行分析,

是正确评定产品使用可靠性的前提条件。

对对数正态分布加速因子进行分析, 现有的经典统计方法[ 4] 借助于极大似然理论, 推导出加速因

子的估计,但是该方法对于小子样条件下的可靠性试验数据,其计算精度低,而且难以实现。本文在假设

分布形式以及对数标准差不变的前提下, 推导了对数正态分布加速因子的 Bayes估计, 该方法计算简

便,易于计算机实现。

1 � 加速因子分析的前提及分布的检验

假设在加速试验条件下, 产品在各应力水平下的寿命分布为对数正态分布, 并且假设对数标准差

�( S ) 与应力水平 S 无关, 即 �( S ) = �, 为常数,对产品所施加的应力对数均值为 �( S )。

记较恶劣的试验环境下应力水平为 S 1,产品的寿命为 T 1, 服从对数均值为 �1、对数标准差为 �1的

对数正态分布, 简记为 T 1 ~ LN ( �1, �1) ;较好的试验环境下应力水平为 S 2,产品的寿命为 T 2, 服从对

数均值为 �2、对数标准差为 �2的对数正态分布,简记为 T 2 ~ LN ( �2, �2)。在应力水平 S i ( i = 1, 2) 下,
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设产品投试 n i台,其中有 r i台失效(2 � r i � n i ) ,第 i 个应力水平下的第j 次失效时间记为 t ij ( j = 1,

�, r i ) , 试验结果简记为( n i , ri )。

在应力水平 S i ( i = 1, 2) 下,对数正态分布
[ 3]
的密度函数和可靠性函数分别为:

f i ( t ) =
1

t 2��
2
i

exp -
( lnt - �i )

2

2�
2
i

R i ( t ) = 1 - �
lnt - �i
�i

(1)

由文献[ 1] ,应力水平 S 2 对 S 1的加速因子可表示为:

a ( S 1, S 2) = exp( �1- �2) (2)

为便于计算,定义应力水平 S2 对 S 1 的加速因子 K 为:

K = �1 - �2 (3)

在对加速因子进行分析之前, 需要进行分布的假设检验和对数标准差的假设检验工作,前者是为了

确保所研究的系统在两种应力水平下其寿命均服从于对数正态分布,后者是为了确保两种应力水平下

系统的对数标准差相同。

对试验结果( n i , r i ) 的正态性假设检验需要在全寿命试验条件下,即 ni = ri ( i = 1, 2) 时进行。取

�ij = lnt ij ( i = 1, 2; j = 1, 2, �, r i ) ,对 �ij 作分布的正态性假设检验,常用的检验方法有: Sharp-Wilk检

验、D检验等[ 5]。得出的数据在满足正态性假设后,需要对两种应力水平下的对数标准差作一致性假设

检验[ 3]。

在全样本试验条件下,对数标准差相同时,可得出 �̂1与 �̂
2
2的极大似然估计如下:
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1
n1
�
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1
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ln t 1 j

�̂22 =
( n1 - 1) S

2
1+ ( n2 - 1) S

2
2

n 1+ n2

(4)

其中,
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2 � 加速因子先验分布的确定

Bayes方法应用的关键是先验分布的选择,对于加速因子先验分布的选择方法, 着重考虑以下几种

情况:

(1) 无信息先验

由对数正态分布位置参数的无信息先验的确定方法或者 Fisher 信息阵
[ 7]
无信息先验的确定方法,

在 �22 已知的情形下可以得出:

�( �2) � 1, � �2 � (- � , � ) (5)

�1可以通过大量的地面性能试车数据得出较为精确的估计结果,所以在得出 �2的Bayes估计 �̂2B之后,

可以得到环境因子 K 的估计:

K̂ = �̂1- �̂2B (6)

(2) 专家信息

多数情况下,可以由专家信息得出 K 的取值范围( K A , K B)。其中, K A 可以为- � , K B 可以为 � ,

分别表示环境因子小于或者大于某个固定值。进一步可以由专家信息给出先验分布的形式或者表达式

�( K ) ,否则可以考虑以下三种分布。
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�均匀分布
�( K ) � 1, � K � ( K A , K B ) (7)

其中, K A > - � , K B < � ,由专家信息得出。

�增(减) 函数分布

�( K ) � K
- c
, � K � ( K A , � ) ; K A > 0 (8)

或 �( K ) � (- K )
- c
, � K � (- � , K B) ; K B < 0 (9)

其中,超参数 c > 1由专家信息给出或者运用 ML- �[ 7] (极大似然法- �) 得出。

�正态分布
�( K ) = N ( �K , �

2
K ) (10)

其中,超参数 �K、�
2
K 由专家信息给出或者运用 ML- �(极大似然法- �) 得出。

根据不同的环境试验需要,专家还可以选择其他的适当分布形式。

(3) Fiducial推断先验确定

由正态分布的性质可以得到
[ 3]

( �T 1- �T 2) - ( �1- �2) ~ N 0,
�21
n 1
+
�22
n2

(11)

寿命试验后,可以得到 �T i的具体值,由Bayes理论, 将加速因子 K 作为随机变量进行分析[ 6]
, 由(6)

式可以得出:

K ~ N ( �T 1- �T 2) ,
�
2
1

n1
+
�
2
2

n2
� �( K ) (12)

3 � 加速因子 K 的 Bayes估计

以式(7) ~ (10) 作为 K 的先验分布[ 7]。由应力水平 S2 下的试验数据( n2, r 2) (若由专家信息等途径

得出应力水平 S 2下的试验数据服从对数正态分布,且其对数标准差与应力水平 S 1下的对数标准差相同,

则此时的( n2, r 2) 可以为截尾试验数据
[ 2]
) ,在 K 给定的情况下,将 �2 = �1- K 带入(1) 式得到:
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1

t 2 j 2��
2
2

exp -
( lnt 2 j - �1 + K )

2

2�22
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�2

(13)

得出样本的似然函数为:

L ( n2, r 2 | K ) = �
r
2

j= 1

f 2( t 2 j | K ) [ R 2( t 2r | K ) ]
n
2
- r

2 (14)

由 Bayes公式, 得出 K 的后验分布:

�( K | n 2, r 2) =
�( K ) L ( n2, r 2 | K )

�
�

- �
�( K ) L ( n 2, r 2 | K )dK

(15)

对式( 12) 所示的先验分布, 若系统无其他试验数据,则以 K 的先验分布 �( K ) 为基础分析加速因

子,得出 K 的期望如下:

K̂ B = E ( K ) (16)

若系统有另外一组环境应力水平 S 2下的试验数据( n , r ) , 失效时间分别为 tl ( l = 1, �, r ) ,则运用

Bayes公式[ 7] 作进一步分析。

类似于式( 13)、(14) ,得出试验结果( n , r ) 的似然函数为:

L ( n, r | K ) = �
r

l= 1

f 2( tl | K ) [ R 2( t r | K ) ]
n- r

(17)

运用 Bayes公式, K 的后验分布为:
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�( K | n, r ) =
�( K ) L ( n, r | K )

�
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(18)

在 �1 = �2下:
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由式(15)、(19) ,求期望得出 K 的 Bayes估计:

K̂ B = E (K | n, r ) (20)

但是由于 �1与 �
2
2均未知,因此, 将 �1与 �

2
2的估计值 �̂1与 �̂

2
2带入计算。在通常情况下, 恶劣环境(例如

加速应力环境) 的试验数据较多,这样以 �̂1 与 �̂
2
2 的值代替精确值的误差就相对较小。

4 � 举 例

在对某复杂系统的加速寿命试验分析中,得到应力环境 S 1 下的全样本试验数据,取对数后为:

4�7405, 4�0006, 5�0752, 5�1726, 4�3121, 5�7145, 5�7135, 4�9774, 5�1964, 5�1048
应力环境 S 2下的全样本试验数据取对数后为:

6�3121, 7�3145, 7�7135, 6�7774
现对其加速因子进行分析。

对于 S 1下的试验数据,由Sharp-Wilk检验[ 5]
,可以得到 W = 0�6075,在显著性水平 �= 0�01下满

足 W < Z�, 所以可以接受环境 1下的试验数据服从对数正态分布的假设。

而对于 S2下的试验数据,由 Sharp-Wilk检验[ 5]
,得到 W = 0�6346,在显著性水平 �= 0�01下满足

W < Z�,所以可以接受环境 2下的试验数据服从对数正态分布的假设。

在 �= 0�1时,
S

2
1

S
2
2
= 0�7818,小于 F�(9, 3),由文献[3] ,可以认为两种应力环境下的对数标准差相等。

因此得到环境2下的第二组截尾时间为600的定时截尾试验数据中有8次成功, 2次失效,失效时间

分别为: 528�266, 557�242。
由极大似然估计得到 �̂1 = �T 1 = 5�007, �T 2 = 7�0294, �̂22 = 0�2694。
若假设由专家信息等方法得到 S 2 下的寿命试验数据服从对数正态分布, 对数标准差与 S 1 下的相

同, 并且由专家信息得出加速因子 K 的先验分布为[- 3, - 1] 上的均匀分布,则无须进行应力环境下的

全样本试验。由公式(7)、(14)、(15)、(20) 得出加速因子的 Bayes估计为- 1�9630。
均匀先验分布如图 1直线 U所示,相应的环境因子的后验分布曲线如图 1中的 UP 所示。

在全寿命试验下,由式(12) 得出 K 的先验分布,其密度函数如曲线 F 所示,后验密度曲线如图 FP

所示。由( 20) 式, 得到 K 的 Bayes估计为- 1�9840。
此例的真实数据为 LN ( 5, 0�25) , LN (7, 0�25) ,可见运用 Bayes估计的精度相对较高。

5 � 说 明

该方法对于分布形式不变情况下对数正态分布的环境因子具有较高的精度,计算简便,便于计算机

实现,易于工程应用。需要指出的是:应力水平1的试验数据量越大, �̂1与 �̂
2
2的值与精确值就越接近,此

时运用 Bayes方法, 加速因子的计算结果就越接近于真实值。

对于多组应力水平 2下的试验数据进行分析时,要运用 Bayes相继率[ 6] 进行。

通常情况下,环境 2第一组的全样本试验数据较少,此时进行正态性假设检验, 比较困难,所以若由

专家信息等可确定该应力水平条件下、系统的寿命服从对数正态分布, 则无须进行正态性检验。直接运
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图 1 � 加速因子的先、后验分布
Fig . 1 � The pr ior and posterior distr ibution of accelerated factor

用公式( 7) ~ ( 10)、(14)、(15)、(20) 进行分析。

若由专家信息等途径能确定两种试验环境下的分布的对数标准差相同,则由式(4) 计算 �̂22;否则需

要运用极大似然方法对 �̂21、̂�
2
2分别进行计算,再由式(7) 得出加速因子的先验分布后,再进行分析。

运用式(12)、(13) 进行加速因子的 Bayes分析时,可直接利用正态分布表简化运算。
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