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H 滤波的广义平方根算法!

蔡 洪

（国防科技大学航天与材料工程学院，湖南 长沙 410073）

摘 要：研究 H 广义平方根滤波。引入非定矩阵的广义平方根分解，给出了使矩阵三角化的双曲变换矩

阵的存在性判别及其求取方法，从而使 H 滤波的存在性判别以及 H 广义平方根滤波的算法得以实现。
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The Generalized Sguare-root Algorithm for H Filter

CAI Hong
（Coiiege of Aerospace and Materiai Engineering，Nationai Univ. of Defense Technoiogy，Changsha 410073，China）

Abstract：We study the sguare-root aigorithm for H fiiter by introducing the generaiized sguare-root factorization for indefinite
matrices. A method to caicuiate the hyperboiic transformations for trianguiarizing a given matrix，inciuding the testing of its
existence condition，is proposed. The H generaiized sguare-root fiiter can thereby be aigorithmicaiiy reaiized.
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对于以线性状态空间模型描述的系统，Kaiman 滤波提供系统状态的无偏最小均方差估计［1］。

Kaiman滤波从 20世纪 60年代被提出以来，一直在信号处理与控制理论等领域扮演极其重要的角色。其

应用是如此之广泛，以至于有被滥用之嫌［2］。

Kaiman滤波的估计优良性是建立在模型准确这一基础上的。如果模型假设与真实不符，滤波的性

能会大大退化，甚至出现异常现象［3］。Kaiman滤波对模型误差的敏感性促使人们研究所谓的稳健滤波，

如 H 滤波［4，5］，旨在抑制整个滤波运行过程中模型不确定性的影响。

在滤波运行过程中，滤波增益的计算是关键。为提高计算过程中的数值稳定性，平方根矩阵算法被

引入到滤波增益的计算，如平方根 Kaiman滤波［6］，矩阵 OR分解方法可以使其易于实现。

在 H 滤波中，不定矩阵的出现使得其常规意义下的平方根分解不存在，因此 H 平方根滤波不同

于平方根 Kaiman滤波，称其为广义平方根滤波。

1 H 滤波

考虑如下线性状态空间模型：

Xi +1 = !iXi + Wi

Zi = HiXi + V{
i

（1）

其中，状态向量为 n 维，测量向量为 p 维，｛Wi｝，｛Vi｝为未知的动力学干扰及测量噪声干扰，｛!i，Fi，

Hi｝为适当维数的已知矩阵，状态初值 X0 未知。设待估计的 g 维向量为：

Si = LiXi （2）

其中，Li 已知。

定义 Ŝ i \ i，̂X i \ i 分别为基于测量值｛Z0，Z1，⋯，Zi｝的 Si 和Xi 的估计。给定水平! > 0，状态向量的线
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性组合 Si = LiXi（ i = 0，l，⋯，N）的 H 滤波可取为满足如下约束的解 Ŝi I i。

sup
X0，｛Wi｝，｛Vi｝

!
N

i = 0
Si - Ŝi I i

2

（X0 - X̂0）T! -l
0（X0 - X̂0）+!

N

i = 0
WT

iG-l
i Wi +!

N

i = 0
VTiR -l

i Vi

<!2 （3）

关于上式中的｛Gi｝，｛Ri｝，作如下解释：

（l）对于确定性系统，｛Gi｝，｛Ri｝可理解为加权矩阵，因为对于实际应用问题，｛Wi｝，｛Vi｝的度量尺

度往往是不相同的，为了使其具有可比性，（3）式分母中的求和项取加权范数是必要的。

（2）对于随机系统，｛Gi｝，｛Ri｝可理解为动力学噪声和测量噪声方差矩阵，正如标准 Kalman滤波对

模型所作的假设。

H 滤波并非对于任意水平! > 0都存在，事实上，水平!给得太小，容易使得H 滤波不存在。如果

存在，̂S i I i 可由如下 H 滤波公式给出［4］：

Ŝi I i = LiX̂ i I i （4a）

X̂ i +l I i +l = "iX̂ i I i + Ki +l（Zi +l - Hi +l"iX̂ i I i） （4b）

Ki +l = Pi +lHTi +l（Hi +lPi +lHTi +l + Ri +l）
-l （4c）

Pi +l = "iPi"T
i + Gi -"iPi［HTi LTi］R -l

e，i
Hi

L[ ]
i
Pi"T

i （4d）

Re，i =
Ri !

! -!2
[ ]

I
+

Hi

L[ ]
i
Pi HTi LT[ ]i （4e）

滤波初始条件为：̂X0 I0 = X̂0，P0 = !0。

注意到如果应用 Kalman滤波，只需将（4）式中的（4d），（4e）取代为：

Pi +l = "iPi"T
i + Gi -"iPiHTiR -l

e，iHiPi"T
i （Sa）

Re，i = Ri + HiPiHTi （Sb）

从（4）式可以看到，H 滤波同标准 Kalman滤波在形式上极为相似，亦可看出 H 滤波同 Kalman滤

波有实质性区别。在 Kalman滤波中，滤波增益与系数矩阵 Li 无关；而在 H 滤波中，系数矩阵 Li 参与滤

波增益的计算。

" #$ 平方根滤波

平方根滤波是建立在矩阵的平方根分解这一基础上的，如平方根 Kalman滤波［6］。参与增益矩阵递

推计算的有关方差阵均被进行平方根分解，以上三角阵 Gl /2，Rl /2，Pl /2 的形式出现。非负定矩阵 G 的平

方根矩阵 Gl /2 定义为：G = GT / 2Gl /2，Gl /2 为上三角阵，GT / 2 为 Gl /2 的转置。

将平方根滤波的思想应用于 H 滤波时发现，H 滤波中需进行平方根分解的某些矩阵不满足“非

负定”这一条件。如考察 H 滤波公式中的（4d），（4e）可知，
Ri !

! -!2
[ ]

I
对应于 Kalman滤波中的测量

噪声方差矩阵，但由于它是不定矩阵，所以它不是常规意义下的方差矩阵，称其为广义方差矩阵。显然无

法将其进行常规意义下的平方根分解，为此，引入广义平方根矩阵的概念：

若对称矩阵 G 可表示为G = GT / 2SGl /2，其中 Gl /2 为上三角阵，GT /2 为 Gl /2 的转置，S = diag（1 l）
为标签矩阵，则称 Gl /2 为 G 的对应于标签矩阵 S 的广义平方根矩阵。

于是，有如下 H 平方根滤波［7，4］：

#（l）
i

Rl /2 ! !
! !Ig !

Pl /2i HTi Pl /2i LTi Pl /2









i

=
Rl /2e，i Rl /2e，iKTf，i

! Pl /2i I
[ ]

i
（6a）
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!（2）
i

Pl /2
i I i"T

i

Gl /2[ ]
i

=
Pl /2

i +l[ ]
!

（6b）

其中，各平方根矩阵均为上三角阵，除 Rl /2
e，i 为广义平方根矩阵外，其他均为常规意义下的平方根矩阵，

Rl /2
e，i 满足RT / 2e，idiag（ IP，- Ig）Rl /2

e，i = Re，i - !（l）
i ，!（2）

i 为变换矩阵，其作用是将矩阵上三角化；所不同的

是，!（2）
i 为常规的单位正交变换矩阵，可由矩阵 OR分解方法得到，而!（l）

i 为对应于标签矩阵 S（l） =
diag（ IP，- Ig，II）的双曲变换矩阵，它满足!（l）T

i S（l）!（l）
i = S（l）。

记

Rl /2e，i Rl /2
e，iKTf，[ ]i =

Tll Tl2 Al
! T22 A[ ]

2
（7）

注意到（7）式右边各分块矩阵的维数为 Tll  P X P；Tl2  P X g；T22  g X g；Al  P X I；A2  g X I。

H 滤波增益为：

Ki = ATl T -T
ll （8）

H 平方根滤波算法具有一个非常有用的特性，就是滤波的存在性判别包含在算法本身当中。如果

算法能够运行下去，则给定水平!的 H 滤波存在；否则，给定水平!的 H 滤波不存在。

" #$ 平方根滤波的算法实现

由（6）式可知，H 平方根滤波算法的核心问题是，对于给定的矩阵，寻找对应于给定标签矩阵的双

曲变换矩阵，使其上三角化。

首先讨论向量的双曲变换。设双曲变换矩阵!将 I 维向量x 映射为"el，其中，el =（l，0，⋯，0）T，标

签矩阵为 S = diag（#l，⋯，#I），#i = 1 l，即有

!x ="el （9）
考虑到双曲变换矩阵的性质，由（9）式可得

xTSx ="2#l （l0）
由此可得，!存在的充要条件为：

sign（#l）xTSx > 0 （ll）
对应于标签矩阵 S 的双曲变换矩阵的一般形式可表示为［8，9］：

! = !（S，b）= S - 2 bbT
bTSb

（l2）

按（ll）式判别!是否存在，如!存在，可取 b 为［8］：

b = Sx +$ I xTSx! I el （l3）
其中

$ =
sign（#l）， xl" 0

- sign（#l）， xl <{ 0
（l4）

上式中 xl 为向量 x 的第一个元素。

将（l3）式代入（l2）式即可得到!，并可得，

" = -$ I xTSx! I （l5）
对于矩阵的双曲变换上三角化，可按列进行。设 I X m 维的矩阵A，I" m，对应于 S = diag（#l，⋯，

#I），#i = 1 l的双曲变换矩阵!满足!A =
R[ ]! ，R 为上三角阵。记 Ai： ，I =（ aiI，ai +l，I，⋯，a I）T 表示

矩阵 A 的第I 列第 i 至  行的元素组成的列向量，应用前述的向量双曲变换求取算法，!可按如下步骤求

得：

#对向量 Al：I，l，求其对应于 Sl = S 的双曲变换矩阵!l，同时得 A（l） = !lA；
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!对向量 !（1）
2：n，2，求其对应于 "2 = diag（!2，⋯，!n）的双曲变换矩阵!2，同时得 !（2） = diag（1，

!2）!1!；依此类推。即对于 i = 2，⋯，m，对向量 !（ i -1）
i：n，i ，求其对应于 "i = diag（!1，⋯，!n）的双曲变换矩

阵!i，同时得 !（ i） = diag（ #i -1，!i）⋯diag（1，!2）!1!。

直到 i = m，!（m）即为变换后的上三角矩阵，相应的双曲变换矩阵为：

! = diag（ #m-1，!m）⋯diag（1，!2）!1 （16）
需要指出的是，在求矩阵双曲变换的过程中，涉及到一系列的向量双曲变换求取，每次求取向量双

曲变换矩阵都应进行存在性判别，只有当!1，⋯，!m 都存在时，!才存在。

! 讨 论

对比于 Kaiman滤波来说，H 滤波的提出是为了提高滤波的稳健性。H 滤波的稳健性与水平"有

关。"越小，滤波稳健性越好。但"太小，又可能造成 H 滤波不存在。要给出最优的H 滤波水平"是困

难的，除非是极端特殊的情况［4］。

从 H 滤波公式中易于得出，Kaiman滤波是 H 滤波在水平"趋于无穷大时的特例。

H 滤波的平方根算法不仅能提高 H 滤波计算的数值稳定性，更为重要的是，其运算过程本身包

含了存在性判别，算法能运行即表明所给定水平的 H 滤波存在。

在 H 滤波的平方根算法中，滤波存在性判别实际上由双曲变换矩阵的存在性判别给出，即由（11）
式来判别。值得指出的是，（11）式作为双曲变换矩阵存在的充要条件，只是理论上的结果。在实际应用

中，基于计算机字长、计算精度、数值稳定性等方面的考虑，（11）式应该修改为：

sign（!1）$T"$ ># （17）
其中，#为给定的小的正数。
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