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测量 TOA 和 DOA 的单站无源定位跟踪可观测条件!

李宗华，郭福成，周一宇，孙仲康

（国防科技大学电子科学与工程学院，湖南 长沙 410073）

摘 要：单站无源定位跟踪技术中，可观测性分析是一个关键问题，但是由于 TOA 测量方程的非线性程

度太高，直接通过计算 Jacobin 矩阵得到的可观测矩阵形式非常复杂，很难得出明确的分析结果。采用新的思

路推导了一种 TOA 测量方程的线性化方程，分析了测量 TOA 和 DOA 单站无源定位的可观测条件。最后给出

了计算机仿真结果。
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The Observability Conditions of the Single Observer Passive
Location and Tracking Based on TOA and DOA Measurements

LI Zong-hua，GUO Fu-cheng，ZHOU Yi-yu，SUN Zhong-kang
（CoIIege of EIectronic Science and Engineering，NationaI Univ. of Defense TechnoIogy，Changsha 410073，China）

Abstract：The observabiIity anaIysis is a key probIem of SOPLAT（singIe observer passive Iocation and tracking）. Because of the
high nonIinear of TOA measurement eguation，the observabiIity matrix which is got by caIcuIating Jacobin matrix is too compIex to obtain
expIicit anaIysis concIusions. A Iinearization eguation is deduced through a new idea，and the observabiIity conditions of SOPLAT using
TOA and DOA measurements are obtained. FinaIIy，a compute simuIation resuIt is presented.
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对辐射源进行无源定位具有非常重要的作用和意义［1 ~ 3］。而单站无源定位具有设备简单和系统相

对独立等优点，如果能够将单站无源定位技术和雷达技术结合，可以大大提高雷达在电子对抗环境下的

战斗力，更具实用价值。无源定位系统模型讨论了观测站利用什么观测量来实现对辐射源无源定位的

问题；定位算法则是研究如何利用上述模型完成定位。然而，通过上述定位模型和算法能否实现定位，

以及在何种情况下可以定位，涉及到可观测性问题。通常对非线性系统进行可观测性分析是一个难点。

只测角（Bearing-onIy）定位是最经典的单站无源定位技术，而且单站只测角无源定位的可观测性分

析研究较多［2，3］。但是对运动辐射源定位时，单站只测角无源定位要求观测站必须机动运动，这严重限

制了该技术的应用。文献［4，5］中研究了利用脉冲到达时间（TOA）和脉冲到达方向（DOA）对运动辐射

源单站无源定位的模型和算法，可以实现静止单站对运动辐射源的定位，而且有很好的定位性能，但是

都没有讨论可观测条件。由于 TOA 测量模型非线性程度远远高于角度测量模型，直接通过计算Jacobin
矩阵进行线性化非常复杂。

1 定位系统模型

假设辐射源辐射等周期（周期 Tr 恒定）的脉冲信号，通常只能测量得到目标脉冲重复周期的估计值

T̂r，所以将!T = Tr - T̂r 也作为未知量加入状态变量进行估计。观测站每接收 N 个脉冲做一次观测，

则 NTr 为采样间隔。为了易于表述，本文以二维情况为例讨论，三维条件下可以用同样的方法分析。

由于目标距离很远时通常不会有大的机动，所以其状态可以用带有加速度扰动的运动描述。设 ! =
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图 l 辐射源和观测位置的几何关系

Fig.l The geometry redationship between emitter and observer

xk yk 'xk 'yk !T[ ]rk
T 为辐射源第 k 时刻状态矢

量，则状态方程为：

Xk + l =!k + l，kXk + Wk （l）

其 中，!k + l，k =
I2 TI2 O2 X l

O3 X 2 I[ ]
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， Wk =

T2

2 wxk
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2 wyk Twxk Twyk[ ]0 T
为 扰 动 噪 声，

E［Wk］= 0，E［Wk，Wk］= Qk!j，k，T 为观测周期。设

观测站固定不动，位置为坐标原点，辐射源对观测站

的相对状态就是 Xk。辐射源和观测位置的几何关系

如图 l 所示。

观测站在时刻 TOAk - l和 TOAk 分别收到 N 个脉

冲。辐射源运动造成两者间径向距离不断变化，由于传播路径不同，TOAk 时刻收到 N 个脉冲时产生延

迟（ rk - rk - l）/ c，且（ rk - rk - l）/ c<NTr（NTr 是秒级，c 为电磁传播速度）。测量方程为：

"k = arctan（
xk
yk

）

!TOAk = TOAk - TOAk - l =（ rk - rk - l）/ c + NT
{

r

（2）

其中，rk = x2k + y2 k，T = NTr。

! 可观测性分析

! ." 非线性系统的可观测性分析

Lee 和 Dum 等人提出如下分析原则［l］：对于连续非线性系统，状态方程和输出方程为：

'x（ t）= f［x（ t），t］， x（ t0）= x0 （3）

y（ t）= h［x（ t），t］ （4）

如果对于凸集 S RI 上的所有 x0，都有

M（x0）= 
tl

t2
!T（#，t0）HT（#）H（#）!（#，t0）d# （5）

是正定的，则系统在 S 上完全可观测。其中，H（ t）=ah（x，t）
ax ，!（ t，t0）是af /ax 的转移矩阵。

以上是对于连续系统而言的。如果对连续系统采样离散化后，考虑利用离散观测序列 Zk + N - l =
｛zk，zk + l，⋯，zk + N - l｝（N 个观测量）来确定系统在 k 时刻的状态 Xk，如果状态转移矩阵!k 可逆，则和

上述非线性可观测定理等价的结论是［l］：对于初始集合 S 中的 I 维矢量X k0，记

"k + N - l，k = Hk Hk + l! ⋯ Hk + N - l!N[ ]- l T （6）

为可观测矩阵。其中，Hj =a
h（X）

aX X = Xj

为 Jacobin 矩阵。

如果存在正整数 N 使得"k + N - l，k的秩

rank"k + N - l，k = I （7）

则系统在 S 上是完全可观测的。

根据研究，单站只测角（Bearing-ondy）可以对运动辐射源无源定位，但是需要观测站运动而且必须是

机动运动。实际上，观测站机动只是必要条件，并不是充分条件。也就是说，即使观测站作机动运动，如

果不满足机动条件，系统还是不可观测［l ~ 3］。大量研究已经表明，只测角单站定位精度低而且收敛速度

慢［l，6］。尽管只测角定位对系统要求较低且易于实现，但是由于其存在的缺点，使得引入新的观测量来

拓宽单站无源定位应用领域和提高定位性能成为必然选择。
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! .! 利用时空参数的单站定位可观测性分析

只测量 DOA 无法实现固定单站对运动辐射源无源定位，所以必须增加观测信息。基于时域和空域

观测量对运动辐射源的二维无源定位，测量参数包括方位角!和到达时间差"TOA。分别就辐射源脉冲

重复周期 Tr 已知和未知两种情况分别进行讨论。通过两种情况分析结果的比较可以进一步说明一些

问题。如前所述，进行可观测性分析的关键问题之一是求解可观测矩阵（6）。

2 .2 .1 Tr 已知时的可观测性分析

当 Tr 已知时不考虑!Trk，取状态变量 X'k = xk yk 'xk 'y[ ]k T。此时系统状态方程为

X'k + 1 =!'k + 1，kX'k + W'k （8）

其中，!'k + 1，k =
I2 TI2
O2 X 2 I[ ]

2
，W'k =

T2

2 wxk
T2

2 wyk Twxk Tw[ ]yk

T
。

由图 1 可得：

rk - 1 =［（xk - T'xk）2 +（yk - T'yk）2］
1
2

= rk｛1 -［2T（xk'xk + yk'yk）- T2（ 'x2k + 'y2k）］/ r2k｝
1
2 （9）

目标距离观测站都很远而其运动速度有限，在观测周期 T 为秒级的条件下可知 'xkT! rk 和 'ykT!

rk，忽略（9）式二次项，且由（1 - x）
1
2 = 1 - 1

2 x - 1
8 x2 - ⋯，可得

rk - 1"［1 - T
rk
（ 'xksin!k + 'ykcos!k］ （10）

令#k =!TOAk - NTr，将（10）式代入（2）式得：

#k"
T
c［ 'xksin!k + 'ykcos!k］#g2k（X'0） （11）

通常情况下，分析可观测性时可以不考虑系统状态噪声，因此由系统状态方程和测量方程可得方位

角!的线性形式：

0 = x0cos!k + kTcos!k'xk - sin!ky0 - kTsin!k'yk#g1k（X'0） （12）

（11）、（12）式联立，并考虑到实际观测中观测量!TOA 和!都含有测量误差，从而得到伪线性测量

方程：

Zmk = CkX'0 + Nk （13）

Zmk = g1mk（X'0） g2mk（X'0[ ]） T，Nk = I1k I2[ ]k T 是测量误差［6］。下标 m 代表是测量值，假设测

量值#mk和!mk分别有误差$!TOAk + N!Trk和$!k，这些误差相互独立且都是高斯白噪声。

分别在 k 和 k + 1 两个时刻对目标辐射源进行观测，可以得到测量方程：

Zm =
Zmk

Zmk
[ ]

+ 1
=

Ck

Ck
[ ]

+ 1
X'0 +

Nk

Nk
[ ]

+ 1
#"kX'0 + N （14）

其中，"k =
Ck

Ck
[ ]

+ 1
=

cos!k - sin!k kTcos!k - kTsin!k

0 0
Tsin!k

c
Tcos!k

c
cos!k + 1 - sin!k + 1 （k + 1）Tcos!k + 1 -（k + 1）Tsin!k + 1

0 0
Tsin!k + 1

c
Tcos!k + 1

















c

。

当 Zm$0 且 rank"k = 4 时，可以由式（14）得到目标辐射源的初始时刻状态 X'0。对匀速运动的辐

射源来说，知道了初始状态 X'0，则目标在任意时刻 k 的状态也就决定了。由于"k 是 4 X 4 的方阵，所

以也就是要求 det"k$0。经过推导可得：

I det"k I =
T2

c2
sin［（!k + 1 -!k）

2］ （15）

" 由式（11）和（12）可以很容易看出，如果 Zm = 0，则#k =#k + 1 = 0，那么由测量方程式（2）可知，rk - 1
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= rI = rI + 1，显然，当目标到观测站的径向距离始终不变时，目标是静止不动（在目标为匀速直线运动的

条件下）或者绕观测站作圆周运动，此时系统属于不可观测。

＠ 如果!I + 1 =!I，则 sin（!I + 1 -!I）= 0，即辐射源向观测站作径向运动时，det"I = 0，系统属于不可

观测。

综合i和＠可知，二维条件下固定单站测量 TOA 和 DOA 对匀速运动辐射源定位的可观测性条件

是辐射源作非径向匀速运动（且辐射源不能静止不动）。从运动学原理讲，可观测条件就是目标与观测

站之间的 'r 0 和 '! 0，其中，'r 和 '!分别为径向距离变化率和方位角变化率。

2 .2 .2 Tr 未知时的可观测性分析

此时，状态变量为 !I，状态方程为式（1）。同 2 .2 .1 节中一样处理，分别对角度测量方程和到达时

间差测量方程进行线性化。不同的是，此时参数 Tr 未知，所以到达时间差的线性化方程为

#'I 
T̂
c（ 'xIsin!I + 'yIcos!I）+ NcTrI g'2I（!0） （16）

式中，#I =cTOAI - NT̂r，̂Tr 为 Tr 的初始测量估计值，̂T = NT̂r。

方位角的线性化方程为

0 x0cos!I + INT̂rcos!I'xI - sin!Iy0 - INT̂rsin!I'yI g'1I（!0） （17）

由于状态变量 !0 中包含有 5 个变量，所以至少需要 5 个测量值。分别在 I、I + 1 和 I + 2 时刻得

到两个方位角测量值和三个到达时间差测量值，同时考虑到实际观测中观测量cTOA 和!都含有测量

误差，从而得到测量方程

"'m =!'I!0 + #' （18）

其中，"'m = g'1I（!（1）
0 ） g'1I + 1（!（1）

0 ） g'2I（!（1）
0 ） g'2I + 1（!（1）

0 ） g'2I + 2（!（1）
0[ ]） T，!'I 与式（14）中

!I 的表达式类似，#'为等效测量误差［6］。经过推导可得：

I det!'I I =
NT̂2

c2
sin（!I -!I + 1）［sin（!I -!I + 1）- sin（!I -!I + 2）+ sin（!I + 1 -!I + 2］

= NT̂2

c2
sin（!I -!I + 1）［sin（!I -!I + 1）A + sin（!I + 1 -!I + 2）B］ （19）

其中，A = 1 - cos（!I + 1 -!I + 2），B = 1 - cos（!I -!I + 1）。

可观测性分析如下：

i和＠与 2 .2 .1 节的i和＠相同。

＠ 一般观测站距离辐射源目标都很远，当目标直线运动时，其轨迹完全可以在图 1 所示的直角坐

标系第一、二象限内描述，再由!I = arctan
x0 +（ II - I0）'x0
y0 +（ II - I0）'y[ ]

0
，可知!I 取值为（ -。/ 2，。/ 2），在此范围内

arctan是单调函数。!I 对时间求导数可得：

fI 
 !I

 II
= 1 +

x0 +（ II - I0）'x0
y0 +（ II - I0）'y[ ]

0
{ }2 - 1 'x0

y0 +（ II - I0）'y0
-
［x0 +（ II - I0）'x0］'y0

y0 +（ II - I0）'y0］
{ }2

=
'x0 y0 - 'y0 x0

［y0 +（ II - I0）'y0］
2 +［x0 +（ II - I0）'x0］

2 （20）

显然，fI 中分母为正数（不会出现目标与观测站在同一点的情况），而分子为常数。

（1）如果 fI = 0（即分子为零），则很容易推得辐射源固定不动（即 'x0 = 'y0 = 0）或辐射源向观测站作

径向运动，这两种情况都属于不可观测；

（2）fI 恒为正或恒为负，有!I - 1 <!I <!I + 1或!I - 1 >!I >!I + 1。同时易知，A > 0 且 B > 0，所以，

sin（!I -!I + 1） 0 且［sin（!I -!I + 1）A + sin（!I + 1 -!I + 2）B］ 0，即 I det! I I 0。综合i、＠和＠可知，基

于时空变量的二维定位中，Tr 已知和未知两种情况下具有相同的可观测性条件。不同的是，Tr 未知时

只要相应地增加观测次数就可以了。实际上，由于 Tr 是辐射源的固有参数而与其运动形式无关，只要

观测次数足够，Tr 就不会影响可观测性。

33李宗华，等：测量 TOA 和 DOA 的单站无源定位跟踪可观测条件



! 可观测性仿真

为了验证固定观测站对运动辐射源无源定位的可观测性分析，场景如图 1 所示。实验条件：辐射源

初始位置为：［x0 y0］T =［120km 60km］T，速度单位为 m / s，速度扰动噪声方差为：!wx =!wy = 1m / s2，根

据辐射源速度不同做四次仿真。目标信号重复周期为 Tr = 1ms，N = 1000。观测站位于坐标原点，测量

精度为：!" = 5mrad，!TOA = 12ns。定位采用经典的 EKF（扩展卡尔曼滤波）滤波算法［6］，仿真结果取 100 次

Monte-Cario。仿真结果用相对误差

图 2 定位可观测性仿真

Fig.2 Simuiation of iocation observabiiity

#rk
rk

=
（xk - x̂k）2 +（yk - ŷk）2 +（ zk - ẑk）! 2

x2k + y2k + z2! k

其中， xk yk z[ ]k T 和 x̂k ŷk ẑ[ ]k T 分别为 k 时刻目

标位置的真实值和定位跟踪估计值。

从图 2 结果可以看出，Line4 曲线说明目标向观测

站作径向运动时，定位曲线无法收敛，系统不可观测；从

Line3到Line1说明，随着目标运动方向与观测站到目标

视线方向间夹角的增大，定位曲线收敛逐渐加快，而且

定位精度提高。所以，在实际运用中对观测站位置的选

择非常重要，需要根据具体情况而定。

" 结 论

非线性系统的可观测性分析是一个重要问题，决定了系统是否可解以及在何种条件下有解，该问题

的关键是求解可观测矩阵。由于 TOA 测量方程的非线性程度太高，直接通过计算 Jacobin 矩阵得到的可

观测矩阵形式非常复杂，很难得出明确的分析结果。以前的文献都是讨论了测量 TOA 和 DOA 单站无

源定位模型和算法，但是没有进行可观测分析［4，5］。本文采用新的思路推导了一种 TOA 测量方程的线

性化方程，分析了在脉冲重复频率已知和未知两种情况下测量 TOA 和 DOA 单站无源定位可观测条件。

推导的线性化方程可以用于研究新的定位跟踪算法［6］。
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