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大子直积与其系数环 
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摘 要：设 为无限正则基数，!为集合 I 的滤子，通过模的 积和 ! - 积给出了其系数环 R 相关结构的

特征刻画。作为应用，一些已有的结果得到了推广。
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Abstract：Let s be an infinite reguIar cardinaI number，! be a fiIter of a set I . The characterizations of the reIated structure on coef-
feicient ring R has been given by -product and ! -product of moduIes.As appIications，some known resuIts has been generaIized.
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R 模的直和与直积通常与关于 R - 模的某个性质 P 的保持问题密切相关，即什么时候满足性质 P
的 R 模的直和（或直积）仍保持性质 P？两个经典的结果是：（1）左内射模的直和仍内射等价于 R 为左

Noether环［1］；（2）左投射模的直积仍投射等价于 R 为右凝聚左完全环［2］。作为直积和直和的推广，Dauns
于 1987 年在文献［3］中引入了模的 - 积的概念，Loustaunau 于 1990 年在文献［4］中又给出了模的 ! -
积的定义，这里 表无限基数，! 表集合的滤子。给定 R 模族｛Mi，i I｝，让 为一个无限基数，! 为 I 的

一个滤子，于是任取 x =（xi）i I !
I
Mi，有 I 的子集：supp x = ｛" I：x" 0｝.按文献［3］，R 模族｛Mi，

i  I｝的 - 积!
I
 Mi，被定义为｛x !

I
Mi I supp x I < ｝，这里 I supp x I 表支集 supp x 的势。相应地，

按文献［4］，R 模族｛Mi，i I｝的! - 积!
I

! Mi，则被定义为｛x !
I
Mi I \ supp x  ! ｝.显然，模族｛Mi，

i  I｝的 - 积与 ! - 积均是!
I
Mi 的子模。一般地，把模的 - 积及 ! - 积统称为模的大子直积。

通篇中，环均指含单位元 1 0 结合环，模均是酉的。对一个无限基数 ，左 R 模 M 称为 - 有限生

成的是指：若   M 满足 I  I < ，则必 M 的 f . g .子模 N 使得   N .进一步，环 R 称为是 - 左

完全环是指：R 对 - 有限生成右理想有 DCC .若 0 为平坦左R 模，定义 T0 为其挠类：｛U I U 为右模满

足 U 
R
0 = 0｝。任给定左 R 模N1，N1 的子模 N2 称为是 N1 的纯子模是指：N2 IN1 = IN2， R 的右理

想 I 均成立 .任给集合 I 的滤子 !，令 K = sup｛I I \ F I：F  ! ｝，规定

supp（! ）= K，当 K 不能达到时

K+， 当 K{ 能够达到时

关于左完全环的有关性质，可参看文献［5］中的第 6节；而关于后继数及极限序数的有关性质，则可参看

文献［6］。

1  - 积与其系数环的完全性

设 M 为一个右R 模， 为一个无限基数，0 为一个平坦左R 模，作为有限生成模的推广，文［7］和［8］
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分别引进了（。，O）- 有限生成模的定义。按文［7］，M 称为一个（。，O）- 有限生成模是指：若对V子集 T

C M＠
R
O 满足 I T I <。，总存在 N 为M 的有限生成子模，使得 TC N＠

R
O .而按文［8］，M 称为一个（。，

O）- 有限生成模是指：若对V集合 SC M 满足 I S I <。，总3M 的有限生成子模N，使得〈S〉＠
R
OC

N＠
R
O .首先指出这两个定义实际上是等价的，因而文［7］与［8］中（。，O）- 有限表现模的概念也是等价

的。

引理 ! .! 设 M 为一个右 R 模，O 为一个平坦左 R 模，。为无限基数，则有以下三条等价：

（l）V集合 T C M ＠
R
O 满足 I T I <。，总有 f . g .子模 N ＄ M 使得 T C N ＠

R
O；

（2）V集合 S C M 满足 I S I <。，总有 f . g .子模 N ＄ M 使得〈S〉＠
R
T C N ＠

R
O；

（3）任意指标集 I，自然映射!：M ＠
R
"
i6 I
。O ”"

i6 I
。（M ＠

R
O）为满射。

证明 由文［7］的引理l .4知，（l）t（3），而由文［8］的命题2 .3又知，（2）t（3），因此引理l .l获证。

引理 ! ." 设 R 为环，N 为一个左 R 模，则有 M 平坦tTorl（R / I，M）= 0，对V f . g .右理想 I .
文［l0］中引进了 I - 平坦模的概念，并利用 I - 平坦模的直积给出了 I - 凝聚环的特征刻画。按文

［l0］，一个左 R 模 O 称为 I - 平坦的，如果 TorRI（N，O）= 0 对所有 I 表现的右 R 模N 成立。因此，上述

的引理 l .2表明：l - 平坦模即为平坦模，应用引理 l .l及引理 l .2，可概括右（。，O）- 凝聚环的等价特征

如下：

命题 ! .! 设 O 为一个平坦左 R 模，。为一个无限基数，则有以下几条等价。

（l）R 为一个右（。，O）- 凝聚环，即 R 的一切 f . g .右理想均是（。，O）- 有限表现的；

（2）"
I
。O 平坦，对任何指标集 I；

（3）任意右模正合列：F2” Fl” M” 0（其中 F2，Fl 均 f . g .自由）均3（。，O）- 有限生成模 K，使

得：0” K ” F2” Fl” M ” 0 正合。

（4）TorRl（N，"
i6 I
。Oi）o"

i6 I
。TorRl（N，Oi）对任意有限表现模 N 和任意左 R - 模族 Oi 6 GeI（O）.

（5）自由右模的一切 f . g .子模均为（。，O）- 有限表现的；

（6）投射右模的一切 f . g .子模均为（。，O）- 有限表现的；

（7）Va 6 R，VR 的 f . g .右理想 I，（ I：a）为（。，O）- 有限生成右理想；

（8）R 的任意两个 f . g .右理想之交为（。，O）- 有限生成右理想且对Va6 R，（0：a）为（。，O）- 有

限生成右理想；

（9）每个（。，O）- 有限表现模的任意 f . g .子模均是（。，O）- 有限表现的。

证明 由文［7］定理 l .l2 及引理 l .2 知：（2）t（3）t（4）

（l）t（2）t（6）t（9）见文［8］定理 2 .7。

（6）t（5）显然，（5）t（l）显然。

（7）t（8）t（l），见文［8］定理 2 .l0。

固定一个平坦左 R - 模 O，注意到上述的命题 l .l 给出的恰是：O 为"。- 平坦情形的等价刻画，由

此引出一个有趣的问题是：对于一个固定的平坦左 R 模O，O 为"。- 投射的等价刻画又是什么？为此先

引入如下定义。

定义 ! .! 。为无限基数，O 为平坦左R 模。环 R 称为（。，O）左完全环，如果 R 的（。，O）- 有限生成

右理想满足降链条件（DCC）。

关于（。，O）左完全环，显然有下列基本事实：!。= I # I =。0 时，对任何左平坦模 O，（。，O）左完全

环即为右阿丁环。"任一无限基数。，任一平坦左 R 模，（。，O）左完全环必为左完全环。#。 <。' 时，（。，

O）左完全环必为（。'，O）左完全。

命题 ! ." 设 O 为左平坦忠实 R - 模，无限基数。 > I O I，则有以下三条等价：

（l）R 为（。，O）左完全环；

（2）R 为左完全环；
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（3）R 为。- 左完全环。

证明 首先由文［l4］知，0 为左忠实平坦 R - 模＝0 左平坦且 T0 = 0 .
（l）＝（2），由定义即可。

（2）＝（l），0 为左平坦 R 模，故对V  A
右

R， ③
R
0Z  0E R0 = 0 .因此总有 I  ③ 0 I＜ I 0 I <。.

现假设  为 R 的任一（。，0）有限生成右理想，证明  必为 f . g . 右理想，从而由 Bjirk 的结果知

（2）＝（l）获证。

因 I  ③
R
0 I <。，故由（。，0）- 有限生成模的定义知：】N 为  的有限生成子模，使得  ③ 0E N③

0，注意到 N ③ 0 E  ③ 0，因此有 N③ 0 =  ③ 0，考虑正合列：0～ N～  ～  / N～ 0，得正合列：

0～ N ③ 0 ～  ③ 0 ～  / N ③ 0 ～ 0，于是， / N ③ 0 = 0，i . e .， / N G T0。

由条件知：T0 = 0，故  = N .
由引理 l .l中的（2）知。- 有限生成模必为（。，0）- 有限生成模，故有：（l）＝（3）真。另外，有限生成

模又必为。- 有限生成模，故有（3）＝（2）也真。

命题 ! ." 设 0 为平坦左 R 模， 为（。，0）有限生成右理想，T 为任一指标集，。为无限基数，则有：

 （!
T
。0）= !

T
。 0

证明 显见  !
T
。0 E!

T
。 0 .

Vx G!
T
。 0，x =（x"）"GT，则有当"G Suppx = ｛"G T I x"一 0｝时，x" = 】

I"

i = l
r"ig"i，其中 r"iG  ，

g"i G 0 .于是：I｛r"i I"G Suppx，i = l，⋯，I"｝I <。.由于  为（。，0）有限生成的，故】  的有限生成

R 子模 rlR + ⋯ + rIR 使得：〈｛r"i I"G Suppx，i = l，⋯，I"｝〉③ 0 E（ rlR + ⋯ + rIR）③ 0 .注意到

0 为左平坦模，因而映射#： ③
R
0～  0，】 xi③ gi～】 xigi 为同构，由 x" =】

I"

i = l
r"ig"i 得 x" =#（】

I"

i = l
r"i

③ g"i）=#（ rl③ g。"l
+ ⋯ + rI ③ g。"I

），现定义 m"l =
g。"l "G Suppx

0 "＜ Supp
{

x
，⋯，m"I =

g。"I "G Suppx

0 "＜ Supp
{

x
.

于是点（m"l）"GT，⋯，（m"I）"GT 均 G!
T
。0，且 x =（x"）"GT = rl（m"l）"GT + ⋯ + rI（m"I）"GT G

 !
T
。0 .

引理 ! ." R 为环，0 左忠实平坦R 模。 为一指标集，I  I > I R I .。为一无限正则基数。一。0 .令

A = !
 
。0 .若 A 为左R 模C = ①

$GB
C$的纯子模，其中每个 C$的最小生成数均＜ I R I，则有 R 为（。，0）左

完全环。

证明 应用命题 l .3、引理 l .l 及 S.U. ChaSe［2］定理 3 .l 的证明方法不难推得。

定理 ! .! 设。为一个无限正则基数，。 >。0，0 为平坦忠实左 R 模，以下几条等价：

（l）!
 
。0 投射，对任何指标集  ；

（2）!
 
。0i 投射，对任何指标集  及任何平坦模族｛0i：i G  ，0i G GeI（0）｝；

（3）R 为（。，0）左完全环且是（。，0）右凝聚的；

（4）R 为左完全的且对任何有限表现右模 N，及任意左 R 模族｛0i：0i G GeI（0）｝iG  ，

Torl（N，!
iG  
。0i）Z!

iG  
。Torl（N，0i）

证明 （2）＝（l），取每个 0i = 0，即获证。

（l）＝（3），由命题 l .l知，R 为（。，0）右凝聚环，另一方面，取指标集  ，使得 I  I > I R I，于是由（l）

知：0～ Ker～①
B
R～!

 
。0～ 0 可裂，因此，!

 
。0 为①

B
R 的纯子模，于是由引理 l .3 知，R 又为（。，0）左完

全环。

（3）＝（4），只要注意到（。，0）左完全环必为左完全环，以及结合命题 l .l 中的（4）即可。

（4）＝（2），由文［7］定理 l .l2 知：!
 
。0i 平坦，而 R 为左完全环，因而左平坦模皆为投射模，故有（2）

69 国 防 科 技 大 学 学 报 2004 年第 2 期



真，整个定理证毕。 回
引理 ! ." 设 R 为可换环，O 为平坦R 模，。为无限基数，I 为R 的理想，若 I 为（。，O）有限生成的，

则必有 Ik，及 Ik / Ik +l 为（。，O）有限生成的，对一切 k ＞ l .
定理 ! .# 设 R 为可换环，。为一个无限基数，O 为任一平坦 R 模，则有以下几条等价：

（l）R 为 Artin 的环；

（2）R 为（。，O）完全环且为凝聚环；

（3）R 为。完全环且为凝聚环；

（4）R 为（。，O）完全环且 R 为（。，O）凝聚环。

注：此处的（4）表明 R 的 Artin 性可用。，O 两个参数来刻画。

证明 因 Artin 环必为诺特环，当然更为凝聚环，故有（l）＝（3）及（l）＝（2）＝（4）显然。

（4）＝（l），R 为（。，O）完全环，故 R 更为完全环，从而由 R 的可换性知：R 同构于有限个局部环的直

和，不妨设 R 为局部环，于是 R / J 为域并且作为R 模，R / J2 R 的某单子模S（注意，这里 R 首先是完全

环，从而每个非零 R 模既有极大子模，又有极小子模）。由命题l .l中（5），文［7］中推论l .5及 SchanneI引
理知，J 为（。，O）有限生成的，这里 J 表 R 的 Jacboson 根，考虑降链：

R 〕 J 〕 J2〕 J3〕⋯

由引理 l .4，Jk 及 Jk / Jk+l 均为（。，O）有限生成的。故由条件知】N，使得 JN = JN+l = JN+2 = ⋯ .若 JN

； 0，则 R 模 JN 必】极大子模，从而 JN 的根 P（JN）= J·JN ； JN，即 JN+l； JN 矛盾，故 JN = 0 .
Jk / Jk+l 为 R / J 上的模，从而为 R / J 上的向量空间，注意 Jk / Jk+l 作为域 R / J 上的模，其乘量乘法为

r·x = rx，V r G R / J，Vx G Jk / Jk+l .若 Jk 与 Jk+l 间含 R 子模（即 R 理想）的无穷降链：

Jk 〕 Zl〕 Z2〕⋯〕 ZI 〕⋯〕 Jk+l

则作为 R / J 模有：（Zl / Jk+l）①（Zl / Jk+l）1 = Jk / Jk+l，令 h 为 Jk / Jk+l～ Zl / Jk+l 的自然投射，则 h 作为

R 模同态也为满同态，由引理 l .4 知：Jk / Jk+l 为（。，O）- 有限生成的（作为 R 模），因此，由文［7］推论 l .
5，其 R 同态像也为（。，O）有限生成的。考察：

0～ Jk+l③!。O ～ Zl③!。O ～（Zl / Jk+l）③!。O ～ 0

l"l l"2 l"3

0～!。（Jk+l③ O）～!。（Zl③ O）～!。（Zl / Jk+l③ O）～ 0 .
由引理 l .l的证明知："3 满，"l 满，故由五引理知："2 也为满射，结果 Zl 也为（。，O）有限生成的，从而 Jk

〕 Zl〕 Z2〕⋯〕 ZI〕⋯ 为 R 的（。，O）有限生成理想降链，由 R 为（。，O）完全环知：此降链必有限。

进一步再次注意到 R 为完全环，每个非零 R 模既有极大子模又有极小子模，因此 Jk 与 Jk+l 之间必存在

合成列。所以，由 R 〕 J 〕 J2〕⋯〕 JN = 0 知 R 为 Artin 环。

（3）＝（l），由（l）＝（2）知，取 O = R 即可。

推论 ! .! 令。为非。0 的无限正则基数，R 为环，设存在 O 为平坦忠实左 R 模且 I O I <。，则以下

两条等价：（l）!
I
。O 投射，对任何指标集 I；（2）!

I
。R 投射，对任何指标集 I。进一步，若 R 还为交换环时，上

述两条还等价于：（3）R 为 Artin 环。

证明 由命题 l .2 的证明知：在推论 l .l 的假设下，R 的（。，O）- 有限生成右理想即为 f . g .右理

想，若（l）成立，由定理 l .l知，R 为（。，O）左完全且（。，O）右凝聚，由命题 l .2及命题 l .l的（7）又知：此

时 R 为。左完全且（。，R）右凝聚，即 R 为（。，R）左完全且（。，R）右凝聚，再次由定理 l .l 知：（2）真 .
（2）＝（l），只要注意到前述证明中的每一步均是可逆的即可。

最后，当 R 为交换环时，由定理 l .2 中的（l），（4）及定理 l .l 中的（l），（3）即可获证。

# 。- 积与可裂性

定理 # .! 设 O 为平坦左R - 模，。为一无限基数，R 为左完全且（。，O）- 右凝聚环，则对任意小于

等于。的无限基数。' 及任一满足 Oi G GeI（O）的平坦左 R - 模族｛Oi，i G I｝，必有!
iG I
。'Oi 为!

iG I
。Oi 的
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直和因子项。

证明 考虑正合列：

0～!
iG I
。*0i ～!

iG I
。0i ～!

iG I
。0i /!

iG I
。*0i ～ 0

R 为（。，0）- 右凝聚环，于是由文［7］的定理 1 .12得!
iG I
。0i 平坦，注意到 R 为左完全环，故有左平坦模皆

投射，因此，!
iG I
。0i 为投射模，任取 R 的 f . g .右理想 I，应用文［11］中 Lemma2.1 得

I !
iG I
。*0( )i = !

iG I
。*I0i = !

iG I
。*0i n!

iG I
。I0i = !

iG I
。*0i n I !

iG I
。0( )i

从而 有：!
iG I
。0i /!

iG I
。*0i 左 平 坦，再 一 次 注 意 到 R 为 左 完 全 环，故 有 正 合 列 0 ～ !

iG I
。*0i ～ !

iG I
。0i ～

!
iG I
。0i /!

iG I
。*0i ～ 0 可裂，即!

iG I
。*0i 为!

iG I
。0i 的直和因子。

推论 ! ." U 为平坦左R - 模，R 为左完全右（。，U）- 凝聚环，。*＜。为两个无限基数，则有!。*U 为

!。U 的直和项。特别地，R 为左完全右凝聚环时，!。R 为!R 的直和项，从而对任意无限基数，总有!。R
投射。

证明 上述定理中，取｛0i：iG I｝为｛U：iG I｝，即得本推论的前半部分（即文［8］中的定理2 .12），

下面证明后半部分。注意到 R 为左完全右凝聚环等价于任意左R 投射模的直积仍投射，因此有!R 为投

射模，另一方面，对一切无限基数。及任意平坦左 R 模0，R 为右凝聚环等价于R 为右（。，0）- 凝聚。现

取任一指标集 I，。为任一无限基数。

若 I I I <。，则有!
I
。R = !

I
R，从而结论获证，否则 I I I＞。，于是 I 的幂集 2I 的势必大于 I I I。由

定理 2 .1 知，!
I
。R 为!

I
I2

I
I R 的直因子，进而由!

I
I2

I
I R = !

I
R 立知，!

I
。R 为!R 的直和项，且!

I
。R 投射。

。为一无限基数，记"。为 I［0，c）I =。的最小序数 c，无限基数。称为一个正则基数是指。不能表

示为】
iG I
。i 之形式，其中每个。i <。，且 I I I <。。回顾：模 M 称为具有关于零因子的。- ACC 条件是指，

｛annR（N）I#； N C M｝中的任一良序无穷升链均只有小于。个互不相同的元。

引理 ! ." M 为左R 模，。为一个无限正则基数，设 M 有关于零因子的。- ACC条件，令 I 为任一集，

满足 I I I＞。，而! 为 I的一个。- 完备滤子（例如：满足 supp（! ）=。的极部滤子）。任取点（mi）iGIG!
iG I
Mi .

对V G !，让 R 为｛mi；i G  ｝，A 为annR（R ）.于是集｛A I  G ! ｝必有惟一（关于C）的最大元 AT .
证明 用文［12］相应结果的证明方法不难推得。

引理 ! .! M 为左 R 模，。为无限正则基数，则有以下两条等价：

（1）M 有关于零因子的。- ACC 条件；

（2）任意势＞。的集合 I，及 I 的任意。- 完备滤子 !，任意 R 的左理想 A，若同态 f *：A～!
I

!M 可

延拓为 R ～!
I
M，则 f * 必可延拓为 R ～!

I

!M .

证明 由引理 2 .1 及文［12］中的定理 8，通过适当构造，不难推得。

定理 ! .! 对左自内射环 R，。为无限正则基数，I I I＞。，有以下三条等价：

（1）!
iG I
。R 为!

iG I
R 的直和项；

（2）对VLA
l
R，总存在左理想  满足  C L，且 g  <。，使得annR（L）= annR（ ），这里 g  表  的

生成维数，即 g  = inf｛I G I  =〈G〉｝；

（3）对 I 的任一。- 完备滤子 !，!
I

!R 内射。

证明 （1）i（2）.由文［12］中的推论 6 知，此时 R 具有关于零因子的。- ACC 条件，再由文［12］中

的定理 9 得，（2）真。

（2）i（1），由文［12］的定理 9 知，R 具有关于零因子的。- ACC 条件，考虑下列正合列：

0～!
I
。R ～!

I
R ～!

I
R /!

I
。R ～ 0

对任意左 R 循环模 Rx，由长合列定理得如下正合列：

0～ Hom（Rx，!
I
。R）～ Hom（Rx，!

I
R）～ Hom（Rx，!

I
R /!

I
。R）～ Ext1（Rx，!

I
。R）～ Ext1（Rx，!

I
R）～⋯
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注意到 R 具有关于零因子的。 - ACC 条件，利用文［12］中定理 8 的（3），有：Hom（Rx，!
I
R）～

Hom（Rx，!
I
R /!

I
。R）为满射，另一方面，因 R 内射，故!

I
R 也内射，因此 Ext1（Rx，!

I
R）= O，进而得：

Ext1（Rx，!
I
。R）= O。由左 R 循环模 Rx 的任意性，故有!

I
。R 内射，结果!

I
。R 为!

iG I
R 的直和项。

（1）r（3）.假定（1）成立，R 具有关于零因子的。- ACC 条件。故由引理 2 .2 知，对 I 的任一。- 完备

滤子 !，R 的任意左理想 A，若 f：A～!
I

!R 可延拓为 f1：R～!
I
R，则 f 必可延拓为：R～!

I

!R，再一次注

意到!
I
R 内射，故对任意 f：A ～!

I

!R，必】 fO：R ～!
I
R，使得下图成为交换图

!
I

!R ～
i
!

I
R

｝ ｝
O～ A ～ R

因此有：V f：A ～!
I

!R，f 必可延拓为 R ～!
I

!R，根据 Baer 准则，!
I

!R 必内射。

（3）r（1），构造 I 的滤子 ! 如下：! = ｛ I  二 I，I I \  I <。｝，于是 ! 为 I 的一个。- 完备滤子，

且!
I
。R = !

I

!R .由!
I

!R 的内射性立即便知：!
I

!R 为!
I
R 的直和项。

注记：定理 2 .2 中的（1）＝（2）事实上在文［12］中的引言中已经提及 .
推论 ! .! R 为 OF 环，任取无限正则基数。，任取集合 I 满足 I I I＞。，总有：!

I

!R 内射，进而!
I

!R

投射，其中 ! 为 I 的任意。- 完备滤子。

证明 R 为OF 环等价于R 为左 Noether 且左自内射环，也等价于 R 为右 Noether 且右自内射环，进

一步还有 OF 环为左、右 Artin 环。因此，R 更为左完全右凝聚环，从而!
I
R 仍投射。显然，R 为 OF 环时定

理 2 .2 的（2）满足，因此有!
I

!R 内射，从而作为!
I
R 直因子的!

I

!R 也投射。

推论 ! ." R 是OF 环，任意无限正则基数。，任意满足 I I I＞。的集合 I，以及对 I 的任意。完备滤

子，均存在集合 KI 使得!
I

!R2①
iGKI

eiR，其中 ei 为R 的本原幂等元。特别地，】K 使得!
I
。R2①

iGK
e'iR，其中

e'i 为 R 的本原幂等元。

证明 由 C. Faith-E. A. Waiker 定理知 R 为 OF 环，等价于投射模皆内射，也等价于内射模皆投射

模，再由文［13］中的定理 76 .4 知，推论 2 .3 真。
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