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基于因子分解和光束法平差从航空序列图像恢复三维结构!

邱志强，陆宏伟，张小虎，于起峰

（国防科技大学航天与材料工程学院，湖南 长沙 410073）

摘 要：从航空序列图像恢复目标三维结构是航空摄影测量的基本问题。针对现有算法中精度与计算量

的矛盾，提出一种基于因子分解与光束法平差的新算法。作为因子分解与光束法平差的桥梁，提出基于“!"
#”模式共线方程的概念，详细推导了其线性化公式。仿真实验和真实图像实验表明，新算法精度高、稳定性

好，可应用于航空测绘、虚拟现实、军事侦察等工程实践。
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3D Structure from the Aerial Seguential Image Based on
Factorization and Bundle Adjustment

OIU Zhi-giang，LU Hong-wei，ZHANG Xiao-hu，YU Oi-feng
（CoIIege of Aerospace and MateriaI Engineering，NationaI Univ. of Defense TechnoIogy，Changsha 410073，China）

Abstract：3D structure from aeriaI image seguence is acguiring much attention in aeriaI photogrammetry. A noveI method based on
factorization and bundIe adjustment，as weII as its principIe and impIementation is presented. Being the bridge between factorization and
bundIe adjustment，the notion“R-T”mode based coIIinearity eguation is cIarified as weII as its Iinearization eguations. Synthetic and re-
aI image test show the new method gives an accurate and robust resuIt，and it can be appIied to aeriaI surveying and mapping，virtuaI re-
aIity and miIitary reconnaissance，etc.
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近年来，从航空序列图像恢复目标三维结构的研究引起了航空摄影测量等领域学者的关注。基于

因子分解从运动恢复结构的算法［1］，利用图像点在图像序列与目标点序列的双线性约束，采用奇异值分

解法将摄像机运动与目标结构分离，算法全线性求解，速度快，但由于采用了摄像机仿射投影模型，因而

精度不如光束法平差高。摄影测量学中的光束法区域网平差［2］主要应用于空中三角测量，它能同时处

理若干幅图像、若干个目标点，可以认为它也是一种从序列图像恢复三维结构的算法。由于它本质上是

线性最小二乘平差法，因此速度快、精度高。经过多年的发展，光束法平差已经非常成熟，在成图、勘测

等工程实践中取得了广泛的应用。但是，这种方法需要所有未知数的初始值，而且精度太低的初始值还

可能导致算法不收敛。如果将光束法平差作为结果求精算法与因子分解法结合起来，用因子分解法结

果作为光束法平差的初始值，则可发挥两种算法的优势，同时克服它们的缺点，这就是本文新算法的思

路。

1 摄像机透视投影成像模型

摄像机成像通常采用透视投影模型，其基本关系式为：
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其中（X，Y，Z）为目标点世界坐标，（ U，1）为对应的图像坐标，R 与 T 为世界坐标系与摄像机坐标系的

旋转与平移量。这里假设摄像机焦距为 l，主点位于图像中心，也就是相当于图像坐标取归一化坐

标［3，4］。式（l）还可改写为［2］：

U =
rlX + r2Y + r3Z + Tx
r7X + r8Y + r9Z + Tz

1 =
r4X + r5Y + r6Z + Ty
r7X + r8Y + r9Z + T
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其中（Tx，Ty，Tz）为 T 的分量，（ rl，⋯，r9）为 R 的元素。这就是后文提到的基于“R-T”模式的共线方

程。

! 算法原理

假设已经获得 I 个目标点在 m 幅图像中的对应图像点，我们的目的是由这些图像点确定所有目标

点组成的目标的三维结构。新算法可以分为两个步骤：（l）用因子分解法获得目标三维结构作为初始

值；（2）用光束法平差对结果进行优化。

! ." 基于因子分解从运动恢复结构
这里的运动指摄像机在曝光时刻的光心位置与光轴姿态的变化量。如果第 j 个目标点在第 i 幅图像

上的图像点坐标为  ij（Uij，1ij）（ i = l，⋯，m，j = l，⋯，I），令 Ui = l
IE

I

j = l
Uij 和,1i = l

IE
I

j = l
1ij（ i = l，⋯，

m），将图像点坐标（Uij，1ij）作变换 U'ij = Uij - U，1'ij = 1ij -,1i，然后组成图像测量矩阵 W［l］。在无噪声

条件下，W 的秩为 3，有噪声时，W 的秩可能大于 3，但如果按奇异值从大到小排列，则从第 4个开始以后

的奇异值远小于前 3 个［3］。对 W 进行奇异值分解：

W = L!R （3）

L 为左奇异向量矩阵，!为奇异值对角矩阵，R 为右奇异向量矩阵。因为从第 4 个以后的奇异值远小

于前 3 个，如果 L 取前 3 列，!取前 3 行前 3 列，R 取前 3 行，式（3）仍近似成立。也就是说，如果令 M̂

= L
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R，其中!lB!2B!3，且!l、!2、!3 为 W 的 3 个较大

奇异值，则有

W = M̂Ŝ （4）

其中 M̂ 为 2m > 3 阶矩阵，̂S 为 3 > I 阶矩阵。

在很多考虑摄像机成像模型的算法中，如果以平行透视投影［3］代替透视投影，可大大降低算法的复

杂程度，而且引起的误差可以被接受，特别是当被摄目标满足傍轴条件［4］，例如像航空图像拍摄时。对

于式（4）来说，如果采用平行透视投影模型，加上摄像机内参数等约束，可以从 2m > 3 阶矩阵 M̂ 求出摄

像机运动量，从 3 > I 阶矩阵 Ŝ 求出目标三维结构，具体方法参见文献［3］。至此，通过因子分解法实现

了运动与结构的分离。

! .! 光束法平差
由于用到了平行透视投影来近似透视投影，所以不可避免地引进了误差。此外，还有很多误差因

素，如图像点检测误差、摄像机标定误差、镜头像差等，因此考虑用平差法来精确求解，本文采用光束法

区域网平差。

首先，对共线方程式（2）求出偏导数，然后列出误差方程式

V =［B C］
X[ ]t - L （5）

最后，按最小二乘法组成法方程式［2］，以因子分解法求得的三维结构结果作为初始值，进行迭代求解，直

74邱志强，等：基于因子分解和光束法平差从航空序列图像恢复三维结构



至改正数小于设定的阈值为止，实践证明一般迭代 5 次就足够了。

! 基于“R-T”模式的共线方程及其线性化

! ." 基于“R-T”模式共线方程概念的提出
将共线方程式（2）改写为：
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因此可以认为，图像点齐次坐标（U，1，l）是三维点坐标（X，Y，Z）经过先旋转 R、后平移 T 得到的，

所以式（2）称为基于“R-T”模式的共线方程。与此不同，摄影测量学文献中通常的共线方程［l］写成矩阵

形式为：
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可以认为，坐标（U，1，l）是坐标（X，Y，Z）经过先平移 T、后旋转 R 得到的，可以称之为基于“T-R”模

式的共线方程。由于共线方程形式不同，因此在线性化时，不能直接搬用摄影测量学文献中的公式。

! .# 基于“R-T”模式共线方程的线性化
对共线方程线性化，也就是分别求出式（2）中 U，1 对各变量的偏导数。

令 I : rlX + r2Y + r3Z + Tx， : r4X + r5Y + r6Z + Ty，K : r7X + r8Y + r9Z + Tz。先求!U /!!：

!U /!! :（!I /!! - U!K /!!）/ K
:［X!r /!! + Y!r2 /!! + Z!r3 /!!l - U（X!r7 /!! + Y!r8 /!! + Z!r9 /!!l）］/ K
:［（sin!sin"+ cos!sin#cos"- Ucos!cos#）Y +（cos!sin"- sin!sin#cos"+ Usin!cos#）Z］/ K

同理可得!U /!#，!U /!"，!U /!X，!U /!Y，!U /!Z，!U /!Tx，!U /!Ty，!U /!Tz，!1 /!!，!1 /!#，!1 /!"，!1 /!
X，!1 /!Y，!1 /!Z，!1 /!Tx，!1 /!Ty，!1 /!Tz，这些偏导数用于建立光束法平差中误差方程式（5）。

在式（7）中，R'与 T'分别指摄像机光轴与光心在世界坐标系中的位置与姿态，也就是从摄像机坐标

系到世界坐标系的转换。而在式（2）中，R 与 T 分别指“摄像机坐标系与世界坐标系之间的旋转矩阵与

平移矢量”［3］，其本质是世界坐标系原点在摄像机坐标系中的位置与世界坐标系 Z 轴在摄像机坐标系

中的姿态，指的是从世界坐标系到摄像机坐标系的转换。它们之间的关系为：

R : R' - l

T : -（R'）- l{ T'
（8）

$ 算法的实验验证

图 l 仿真实验

Fig.l The simuiated experiment

$ ." 仿真实验
如图 l 所示，假设一个立方体的边长为 4，以它的 8 个顶点为目标点，

世界坐标系建立在立方体上，用一台仿真摄像机分别在如图 20 个不同位

置对它进行成像，每个位置到世界坐标系原点距离保持在 400 左右，摄像机

光轴基本向下，并赋以随机的光轴姿态角扰动。不失一般性，采用的摄像

机内参数矩阵为 diag（0，0，l），即主点位于图像中心，焦距为 l，相当于采用

归一化图像坐标。将目标点按透视投影方式分别投影到 20 幅图上，对所

得图像坐标加上方差为 0 .l 像素的高斯噪声。对加噪后的图像点用本文提

出的算法处理，可恢复立方体的三维结构。表 l 列出了恢复得到的立方体

l2 条边长的结果。可以看出结构恢复平均误差为 0 .073。
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如果不进行光束法平差，则精度下降很多，表 2 是只用因子分解法得到的结果，误差来源主要是摄像机

成像模型误差。对比表 l 可知，用平行透视模型来近似透视模型会带来一定误差，而光束法平差可有效

地降低误差。

表 l 仿真实验结果

Tab.l Simuiated experimentai resuits

l 2 3 4 5 6 7 8 9 l0 ll l2 平均误差

4.076 4.095 4.008 3.974 4.088 3.097 4.063 3.896 3.964 4.082 4.096 4.l09 0.073

表 2 仿真实验结果（未进行光束法平差）

Tab.2 Simuiated experimentai resuits（without bundie adjustment）

l 2 3 4 5 6 7 8 9 l0 ll l2 平均误差

4.735 4.739 4.702 4.735 3.l97 3.296 4.708 3.396 3.595 4.5l5 4.608 3.496 0.647

! ." 真实图像实验
图 3 是一个由 l2 幅图像组成的城堡航空图像序列中的第 l、4、9 和 l2 幅，图像分辨率为 5l2 像素 X

480 像素。整个序列跟踪了 26 个特征点，基本都是城墙拐角点、城中房顶角点等比较明显的特征，但限

于实验条件，图像检测仅取得了整像素级精度。图 3 为用本文算法对所有目标点进行三维结构恢复后

的侧视图，为便于看清楚，图中已将结构恢复后的特征点连接起来。从图中可以看出城墙之间的高差，

以及与房顶的高差。

图 2 城堡图像序列

Fig.2 The castie image seguence
图 3 城堡侧视图

Fig.3 Side-view of castie

# 结 论

本文提出了一种新的从航空序列图像恢复目标三维结构的算法。运用该算法只要提取并匹配出所

有目标点在图像上的位置，就能恢复出目标的三维结构。

本文重点阐述了三个要点：一是巧妙地将因子分解算法和光束法区域网平差算法结合起来处理从

序列图像恢复目标三维结构问题，不但充分发挥了两种算法的优点，而且克服了各自的不足。二是提出

了基于“!"#”模式的共线方程概念，并推导了其线性化公式，从而建立了基于“!"#”模式的法方程用于

光束法平差，实现了将光束法平差手段引入到计算机视觉体系框架内，以达到两种领域算法的结合。三

是阐述了摄像机坐标系与世界坐标系之间的旋转矩阵与平移向量的物理意义，并讨论了它们分别与摄

像机光轴姿态、光心位置的关系。本文算法可用于航空摄影测量、三维建模、机器视觉、虚拟现实以及军

事侦察、航天摄影测量等领域。

算法还存在需要进一步研究的问题。如果在拍摄序列图像过程中，摄像机的焦距发生了变化，或者

部分目标点在部分图像中不可见，或目标点接近共面，这些时候都需要改进算法。另外还要开发相应的
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图像点的高精度检测和自动立体匹配的算法。如果有可能，还可以考虑将因子分解算法改为直接基于

摄像机透视投影模型，而不是平行透视投影模型，这样肯定会提高第二步光束法平差初始值的精度。
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