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离散系统的绝对稳定性!

张 明，胡德文，谢红卫

（国防科技大学机电工程与自动化学院，湖南 长沙 410073）

摘 要：给出了离散系统绝对稳定性问题的充分条件：约束条件下的矩阵不等式的正定解；基于这一思路

可以构造控制器来镇定一类非线性系统；最后还给出了设计实例以说明结果的有效性。
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The Absolute Stability of the Discrete System
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Abstract：The ideai condition of the absoiute stabiiity for the discrete system is given，which depends on whether there is positive
soiution for constrained matrix ineguaiity . Based on constrained matrix ineguaiity，the controiier can be constructed to stabiiize one kind
of noniinear system. A design is given to iiiustrate the main conciusion.
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Lyapunov 方法是非线性系统分析与设计的有力工具，但是如何构造 Lyapunov 函数是一个具有挑战

性的课题。Lurie 提出的绝对稳定性方法［1］，依然具有很强的影响力［2］。其重要性不仅在于给出了定性

的描述性概念，而且是构造性非线性控制设计的有机组成成分［3］。

对于连续系统的绝对稳定性，Popov［4］等人给出了著名的正实引理［5］。其充分条件可以归结为：受

一个等式条件约束的矩阵方程是否存在正定解。

1 问题描述

考察的非线性系统可分解为线性单元与非线性单元构成：

x（ t + 1）= Ax（ t）+ Bv（ t）
y（ t）= Cx（ t）
v（ t）= -!（ t，y（ t

{
））

（1）

其中 A"Rn X n，B"Rn X m，C"Rm X n，x"Rn，y，v"Rm。

非线性单元满足扇区条件

Kminy#!（ t，y）#Kmax y

或（!（ t，y）- Kminy）T（!（ t，y）- Kmax y）#0
（2）

其中 Kmin，Kmax为 m 维正定矩阵。

显然，当 x（ t）= 0 时，则 y（ t）= 0，!（ t，y）= 0，从而 Ax（ t）+ Bv（ t）= 0。

所以 x = 0 是系统的平衡点。

定义 1 （离散绝对稳定性）考察非线性系统（1），如果对于扇区条件（2），系统在平衡点 x = 0 总是

全局渐近稳定的，称系统是绝对稳定的。

进一步，考察非线性系统：
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x（  + I）= Ax（  ）+ B v（  ）+ B u（  ）

y（  ）= Cx（  ）
v（  ）= -!（  ，y

{
）

（3）

其中 AG  X  ；B ，B G  X  ；CG  X  ；xG  ；y，u，vG  。

非线性单元满足扇区条件（2）。

关心是否存在反馈策略

u（  ）= Nx（  ）+!v（  ） （4）
（其中  G  X  ，"G ）使得闭环系统（5）是绝对稳定的；其中

x（  + I）=（A + B M）x（  ）+（"B + B ）v
y（  ）= Cx（  ）
v（  ）= -!（  ，y

{
）

（5）

定义 ! 如果系统（5）是绝对稳定的，那么称系统（3）是绝对能稳的，并称式（4）为系统（3）的绝对镇

定器。

! 主要结果

定理 " 对于扇区条件（2）（其中 Kmin = 0，Kmax = K），非线性系统（I）是鲁棒绝对稳定的充分条件

是：存在正定矩阵 P = PT > 0，矩阵 L 和  0 > 0满足：

M = 2 0 I - BTPB > 0

AT  =  0CTK - LT

ATPA - P + LTM - IL
{

< 0

（6）

证明 考察 Lyapunov函数：

V（x（  ））= x（  ）TPx（  ）> 0且 x（  ） ～ 时，则 V（x（  ））～ +  
沿系统（I）的轨迹微分，并依据式（6）可得：

! （  ，x）= xT（  + I）Px（  + I）- xT（  ）Px（  ）
=［Ax（  ）- B!（  ，y）］TP［Ax（  ）- B!（  ，y）］- xT（  ）Px（  ）

＜x （  ）［ATPA - P］x（  ）- 2xT（  ）ATPB!（  ，y）

+!
T（  ，y）BTPB!（  ，y）- 2 0!

T（  ，y）［!（  ，y）- Ky］

= xT（  ）［ATPA - P + LTM - IL］x（  ）- xT（  ）LTM - ILx（  ）
- 2xT（  ）（ATPB -  0CTK）!（  ，y）-!

T（  ，y）M!（  ，y）

= xT（  ）［ATPA - P + LTM - IL］x（  ）- xT（  ）LTM - ILx（  ）
+ 2xT（  ）LT!（  ，y）-!

T（  ，y）M!（  ，y）

< -［M - I  2Lx（  ）- MI  2
!（  ，y）］T［M - I  2Lx（  ）- MI  2

!（  ，y）］

＜0
因此，依据 Lyapunov稳定性定理可知：对于扇区条件（2）（其中 Kmin = 0，Kmax = K），系统（I）平衡点 x

= 0总是全局渐近稳定的，即非线性系统（I）是绝对稳定。

进一步考察 Kmin一0的情形，对非线性系统（I）作回路变换可得：

x（  + I）
=（A - BKminC）x（  ）+ Bu（  ）
y（  ）= Cx（  ）
v（  ）= -! （  ，y（  ））

= -（!（  ，y）- Kminy（  ）） （7）
这时扇区条件变为：

（! （  ，y））T（! （  ，y）-（Kmax - Kmin）y）＜0
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于是由上述分析，并对系统（7）应用定理 1 可得如下结论：

定理 ! 非线性系统（1）对于扇区条件（2）是绝对稳定的充分条件是：存在正定矩阵 P = PT > 0，矩

阵 L 和 k0 > 0 满足式（8）：

M = 2k0 I - BTPB > 0

（A - BKminC）TPB = k0CT（Kmax - Kmin）- LT

（A - BKminC）TP（A - BKminC）- P + LTM - 1L
{

< 0

（8）

下面利用定理 1 和 2 的结论来研究系统（3）的镇定问题：

定理 " 对于扇区条件（2）（其中 Kmin = 0，Kmax = K），非线性系统（3）是绝对镇定的充分条件是：存

在正定矩阵 P = PT > 0，矩阵 L，!> 0 和 k0 > 0 满足：

M = 2k0 I -（!Bs + Bm）TP（!Bs + Bm）> 0

（A + BsN（P））TP（!Bs + Bm）= k0CTK - LT

［A + BsN（P）］TP［A + BsN（P）］- P + LTM - 1L
{

< 0

（9）

其中 N（P）为 P 的非线性函数。进一步，可设计绝对镇定器（4）为：

u（ t）= N（P）x（ t）+ Bv（ t） （10）

证明 依据定理 1 及式（9）可得：式（5）是绝对稳定的，定理得证。

注：N（P）为 P 的任意函数，为设计提供了一定的自由度。例如当 N（P）= - BT
sP，（9）式退化为受

约束的改进的离散型 Riccati 不等式。

进一步考察 Kmin!0 的情形，同样可以利用回路变换技巧，把系统变换为：

x（ t + 1）=（A - BmKminC）x（ t）+ Bmv（ t）+ Bsu（ t）

y（ t）= Cx（ t）
v（ t）= -"T（ t，y（ t））= -（"（ t，y）- Kminy（ t

{
））

（11）

这时扇区条件变为：

（"T（ t，y））T（"T（ t，y）-（Kmax - Kmin）y）"0
对系统（11）应用定理 3 即可得以下结论。

定理 # 非线性系统（4）对于扇区条件（2）是绝对镇定的充分条件是：存在 P = PT > 0，矩阵 L，!> 0
和 k0 > 0 满足：

M = 2k0 I -（!Bs + Bm）TP（!Bs + Bm）> 0

（A - BsKminC + BsN（P））TP（!Bs + Bm）= k0CT（Kmax - Kmin）- LT

［A - BsKminC + BsN（P）］TP［A - BsKminC + BsN（P）］- P + LTM - 1L
{

< 0

（12）

其中 N（P）为 P 的非线性函数，进一步，绝对镇定器（5）为：

u（ t）= N（P）x（ t）+ Bv（ t）

" 设计实例

考察如下系统

x（ t + 1）=
1.8 0[ ]0 1.8

x（ t）+
0.25 0[ ]1 0.2

v（ t）+
1.0 0[ ]0 1.2

u（ t）

y（ t）=
0.5 0.6[ ]0 0.4

x（ t）

v（ t）= -"（ t，y













）

（13）

且扇区条件的参数满足 Kmin = 0，Kmax = I2，问是否存在绝对镇定器（4）使闭环系统绝对稳定？若存在，

试确定绝对镇定器（4）的参数。

不难验证，存在正定矩阵 P = PT = I2 > 0，矩阵 L = 0.1I2，!= 0.25 和 k0 = 1 满足式（9），即：
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M = 2!0 I2 - !
1.0 0[ ]0 1.2

+
0.25 0[ ]( )1 0.2

T

P !
1.0 0[ ]0 1.2

+
0.25 0[ ]( )1 0.2

> 0

1.8 0[ ]0 1.8
+

1.0 0[ ]0 1.2
"（P( )）

T

P !
1.0 0[ ]0 1.2

+
0.25 0[ ]( )1 0.2

= !0
0.5 0.6[ ]0 0.4

T 1 0[ ]0 1
- LT 1.8 0[ ]( 0 1.8

+
1.0 0[ ]0 1.2

"（P )）
T

P
1.8 0[ ]( 0 1.8

+
1.0 0[ ]0 1.2

"（P )） - P + LTM - 1L < 0

其中 "（P）= - P，于是依据定理 3 可知，系统（13）是绝对能稳的，并且（14）式为其绝对镇定器，其中

（14）式满足：

u（ #）= - x（ #）+ 0.25v（ #） （14）

! 结束语

与连续时间非线性系统问题相比，离散时间非线性系统问题的分析往往更为复杂［2］；在研究离散时

间系统绝对稳定性的过程中也认识到：离散系统绝对稳定性的充分条件实质上可以归结为受两个条件

约束（一个为等式约束，一个为正定不等式约束）的矩阵不等式是否存在正定解；而连续系统绝对稳定性

的充分条件则是受一个等式条件约束的矩阵方程是否存在正定解。

但是对于非线性系统而言，充分利用系统的结构特点，来构造 Lyapunov 函数，进而设计控制器，是

一个有启发的研究思路。
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