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粘弹性增量界面元法!

刘 甫，任钧国，周建平

（国防科技大学航天与材料工程学院，湖南 长沙 410073）

摘 要：采用界面元模型，推导了粘弹性增量界面元列式。算例表明，粘弹性增量界面元法能有效地用于

粘弹性不连续介质问题的分析。
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Incremental Interface Element Method of Viscoelastic Materials
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Abstract：FormuIas of the incrementaI interface eIement method for viscoeIastic materiaIs are deduced in the interface eIement mod-
eI. The numeraI exampIe shows that the viscoeIastic interface eIement method is effective in the anaIysis of viscoeIastic discontinuousness
medium.
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在固体火箭发动机结构完整性分析中，需要计算受载荷作用时推进剂与绝热层、包覆层以及外壳等

不同介质间的界面力学特性［1，2］。研究这类由两种粘弹性材料构成的界面力学问题，采用粘弹性界面

元法比粘弹性有限元法具有更好的适用性。

贴壁浇注式固体火箭发动机燃烧室绝热层 /推进剂界面的脱粘，有可能导致燃烧室压力失控甚至发

动机爆炸的灾难性后果［3，4］。在研究诸如药柱脱粘这类不连续介质问题时，有限元法采用位移协调元，

很难描述界面的不连续位移，而且其应力因通过位移求导而丧失一阶精度。界面元法采用非协调元，应

力与界面位移具有同阶的精度，其模型中的离散块体元可为任意形状，便于描述复杂结构形体和边界，

且具有与有限元相当的计算效率，非常适用于界面脱粘分析。

图 1 界面元模型

Fig.1 ModeI of interface eIement method

1 界面元模型

界面元法是在吸收 Kawai 刚体弹簧元模型［5］思想的基础

上提出的求解不连续变形问题的新的数值计算方法［6 ~ 8］。

图 1 所示的界面元，采用的模型是基于单元变形累计于界

面层的假设而建立起来的块体元———界面层组合的离散体，

由于单元的变形已累积在界面层，块体元仅有刚体位移。

由块体元的位移模式可以把块体元内任一点的位移用形

函数 ! 和块体元形心点的位移 !" 表示为：

! = "!" （1）

其中，" =
1 0 #" - #
0 1 $ - $( )

"
，（$"，#"）是块体元形心坐标。

! 收稿日期：2004 - 03 - 10
基金项目：国家杰出青年科学基金资助项目（19925209）
作者简介：刘甫（1966—），男，副教授，博士。

国 防 科 技 大 学 学 报
第 26 卷第 5 期 JOURNAL OF NATIONAL UNIVERSITY OF DEFENSE TECHNOLOGY VoI.26 No.5 2004



块体单元 eI、e2 的形心分别为 cI 和 c2，M 为界面上的一点，微分条 PIM、P2M 的长度分别为 hI 和

h2。

对于粘弹性增量界面元，需要用粘弹性界面元件（粘弹性微分条）来反映变形特征。假设在某时间

增量段内粘弹性微分条 PIM 和 P2M 的应变是均匀分布的，则微分条的应变与其轴向变形!!!I 及剪切

变形!!!S 有如下关系：

!"（ i）
I =!!

!（ i）
I
hi

， !!（ i）
S =!!

!（ i）
S
hi

（2）

界面上一点 M 的相对位移可表示为：

!!（I）+!!（2）= - L（I）（N（I）!u（I）
g - N（2）!u（2）

g ） （3）

式中，L 为整体坐标与局部坐标之间的转换矩阵［6］。

! 粘弹性增量界面元法

在图 I 所示的界面元离散模型中，假设单元 eI、e2 为粘弹性材料，其流变性质主要表现在剪切，剪

切本构关系由 Prory 级数描述，即：

Gi（ I）= "
N

j = 0
Gije-"ijI （ i = I，2 分别对应单元 eI 和 e2） （4）

问题的本构关系可写为：

#i = Di#
I

0
Gi（ I -#）$$

i

$#
c# （ i = I，2） （5）

将时间［0，I］划分为 k 个时间段，则在 Ik 时刻：

#i（ Ik）= Di"
k

j = I
Gi（ Ik - Ij）!"i（ Ij）= Di"

k

j = I
Gi（ Ik - Ij）

!!!（ i）（ Ij）
hi

（6）

在 Ik + I时刻应力增量：

!#i（ Ik +I）= #i（ Ik +I）-#i（ Ik）= DiGi（0）!!
!（ i）（ Ik +I）

hi

+ Di"
k

j = I
"

N

m = I
Gime-"im（ Ik - Ij）（e-"im!Ik+I - I[ ]）!!

!（ i）（ Ij）
hi

（7）

记

DiGi（0）

hi
= Ai （Sa）

Di"
k

j = I
"

N

m = I
Gime-"im（ Ik - Ij）（e-"im!Ik+I - I[ ]）!!

!（ i）（ Ij）
hi

= !Bi（ Ik +I） （Sb）

由界面应力连续性有：

!#I（ Ik + I）=!#2（ Ik + I）=!#（ Ik + I）

于是得：

!!!（ i）（ Ik + I）= A - I
i !#（ Ik + I）- A - I

i !Bi（ Ik + I） （9）

界面上 M 点的相对位移可视为相邻单元的位移作用下引起的两微分条变形之和，即：

!!（I）+!!（2）=!!!（I）+!!!（2）

于是，可以推出：

!#（ Ik + I）= C - I［!!（I）（ Ik + I）+!!（2）Ik + I］+!#r（ Ik + I） （I0）

式中，

C = A - I
I + A - I

2 （IIa）

!#r（ Ik + I）= C - I［A - I
I !BI（ Ik + I）+ A - I

2 !B2（ Ik + I）］ （IIb）

考虑到（3）式，可以把（I0）式改写为：
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!!（ tk + 1）= - C - 1L（1）［N（1）!u（1）
g（ tk + 1）- N（2）!u（2）

g（ tk + 1）］+!!r（ tk + 1） （12）

界面元离散模型中，块体的变形累积于界面，块体元本身没有应变。界面力在界面的相对虚位移上

做虚功。因此，虚功方程为：

-E
eT

se0

!ut!!d s = E
e H

"
e

!ut!fd" +T
se0

!ut! pd[ ]s （13）

将（12）式代入（13）式，并引入选择矩阵 Ce，建立整体位移列阵 U 与单元位移列阵 ug 的关系 ug =
CeU，则上式可写为：

!Ut E
e
C（1）t

eT
se0

N（1）tL（1）tC-1L（1）N d sC [ ]e !U -!UtE
e
C（1）t

eT
se0

N（1）tL（1）t!!r（ tk +1）d s

=!Ut E
e
Ct

e H
"

e

Nt!fd" +T
se0

Nt! pd( )[ ]s

其中，C e =［C（1）
e - C（2）

e ］t，N =［N（1） N（2）］，N C e =［N（1）C（1）
e - N（2）C（2）

e ］。

由!U 的任意性，得界面元的支配方程：

K!U（ tk +1）= !R（ tk +1） （14）

其中

K = E
e
C（1）t

eT
se0

N（1）tL（1）tC -1L（1）N d sC e = E
j
C t

e T
sj

N tL（1）tC -1L（1）N d[ ]s C e （15a）

!R = E
e
Ct

e H
"

e

Nt!fd" +T
se"

Nt! pd( )s +E
e
C（1）t

eT
se0

N（1）tL（1）t!!r（ tk +1）d s

= E
e
Ct

e H
"

e

Nt!fd" +T
se"

Nt! pd( )s +E
j
C t

e T
sj

N tL（1）t!!r（ tk +1）d[ ]s （15b）

由于采用分片刚体位移模式，（15a）式中的刚度矩阵 K 的积分和（15b）式中对!!r（ tk +1）的积分可

改在界面上进行，而且由于用 C t
e =［C（1）

e - C（2）
e ］t 代替 C（1）t

e ，所以对单元的求和E
e

改为对界面的

求和E
j

。

图 2 悬臂梁界面元单元划分

Fig.2 Interface eiement Spiit On cantiiever

! 算例及结论

图 2 所示长 12m，高 2m 的匀质悬臂梁，E = 1 . 0 X 105Mpa，

#= 0 .33，分别采用由 24 个块体和 30 个界面组成的界面元模

型及由 24 个四边形单元组成的有限元模型计算，结果见表 1。

由表 1 可以看出，界面元的计算结果是比较满意的，尤其是其应力精度非常突出，在剖分大致相同

的情况下，界面元的应力计算结果优于有限元。

图 3 发动机界面单元剖分

Fig.3 Interface eiement Spiit On SRM

表 1 悬臂梁计算结果

tab.1 Caicuiated reSuitS Of cantiiever

均布载荷 g = 10kN / m 悬臂端集中力 P = 60kN

1max（m） "max（Mpa） 1max（m） "max（Mpa）

解析解 0 .389 1 .080 0 .518 1 .080
界面元解 0 .391 1 .081 0 .515 1 .081
有限元解 0 .395 0 .962 0 .517 1 .01

考虑大长径比筒状药柱的固体发动机在内压作用下的响应问题，

药柱内半径 a = 100mm，外半径 6 = 177mm，壳体厚度 h = 3mm，由于对

称，取 1 / 4 来研究，即如图 3 所示的平面应变问题。
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结构划分为 50 个块体元，95 个界面元的网格。壳体为弹性材料，弹性模量为 200Gpa，泊松比为

0.3，药柱为粘弹性材料，松弛模量为：

!（ "）= 0.705886 + 0.168169e- 3.31887 X 10 - 5 " + 0.098714e- 3.31887 X 10 - 4 " + 1.930384e- 3.31887 X 10 - 3 "

内压载荷为：

#（ "）= 6.3238（1 - e- 20 "）

图 4 给出了 $ = 101mm 处环向和径向应力随时间的变化图，图 5 给出了 $ = 101mm 和 170mm 处环向

和径向应变随时间的变化图。

图 4 !"- " 和!$ - " 图

Fig.4 The illustration of!"- " and!$ - "
图 5 #"- " 和#$ - " 图

Fig.5 The illustration of#"- " and#$ - "

将粘弹性界面元的计算结果与此问题的解析解［9］比较，可以看出界面元具有较高的计算精度。在

利用（14）式求解时，由于不需要在每个时间步上重新计算刚度矩阵，只需对载荷阵进行修正，因此计算

时间大大缩短。可见，本文方法能有效用于分析由两种粘弹性（或弹性）材料构成的界面力学问题。此

外，对于药柱脱粘甚至扩展这类具有开裂界面的问题，也可引入相应的破坏准则，通过将相关单元的弹

性矩阵置零来方便地进行计算。可以预计，粘弹性界面元法将成为非常适用于界面脱粘分析的一种新

方法。
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