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利用几何结构求解欧氏平面 TSP 的改进遗传算法!

潘 亮，朱华勇，沈林成，常文森

（国防科技大学机电工程与自动化学院，湖南 长沙 410073）

摘 要：TSP 是经典的组合优化问题。根据欧氏平面 TSP 最优环路的性质提出了子路径及相关的概念，

利用点集凸壳设计了环路构造算法，并以点集 DeIaunay 三角剖分图为启发信息设计了改进的遗传算法，通过

中国 144 城市 TSP 等验证了算法的有效性。
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An Improved Genetic Algorithm to Solve the Euclidean Plane TSP
by Using Geometry Structure
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（CoIIege of Mechatronics Engineering and Automation，NationaI Univ. of Defense TechnoIogy，Changsha 410073，China）

Abstract：The TSP is a cIassic combinatoriaI optimization probIem. According to the character of the optimaI tour of EucIidean pIane

TSP probIem，the sub-path and reIated notions are presented. A tour construction aIgorithm is designed by using convex huII，and a ge-

netic aIgorithm is improved to soIve the probIem by using DeIaunay trianguIation diagram as heuristic information. The experimentaI re-

suIts in the 144 cities in China and other TSP instances show that the aIgorithm is effective.
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TSP（traveIing saIesman probIem）是经典的组合优化问题之一，已经证明其属于 NP 完全问题，其时间

复杂性在最坏情况下随问题规模呈指数方式增长，即找不到一个算法能保证在多项式时间内得到最优

解。现实世界中许多问题都可归结为求解 TSP，例如计算机布线、车辆选路、机器人控制、PCB 板打孔

等。TSP 可描述为：

给定费用矩阵 ! =（ cij），i，j =（1，⋯，n），其中 cij代表从城市 i 到城市 j 的费用。确定从 1 到 n 的一

个排列（ i1，i2，⋯，in），使得 ci1 i2
+ ci2 i3

+ ⋯ + cini1
最小。

根据费用矩阵的性质可以对 TSP 分类［1］：

" 若对所有的 i，j 有 cij = cji，则称问题是对称的，否则称为非对称的；

" 若对所有的 i，j，k 有三角不等式 cik# cij + cjk成立，则称问题是可度量的；

" 若 cij是平面上点之间的欧氏距离，则称问题是欧氏的或几何的。

显然欧氏 TSP 是对称的和可度量的。Garey 等［2］及文献［3］证明欧氏 TSP 也是 NP-hard 问题。求解

TSP 的算法可以分为两类：（1）精确算法。它能保证在有限步内给出最优解，但是运行时间呈指数复杂

度。切平面法（cutting-pIane）是目前最有效的精确算法。（2）近似算法（也是启发式的搜索算法）。它在

相对短的时间内给出较好解，但不能保证是最优解。近似算法分为三类［1］：环路构造算法通过某种策略

在每一步增加新的城市，直到得到一个合法解为止，这类算法包括最邻近算法［4］、Christofides 算法［5］等；

环路改进算法则通过各种交换操作进行局部寻优，改进已有回路，这类算法包括!-opt 算法［6］、Lin-
Kernighan［7］及改进算法等；复合算法是将环路构造算法和环路改进算法结合起来使用。
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! 基本思想及分析

主要研究欧氏平面上的 TSP 问题，简记为 E2-TSP，距离采用 L2 范数定义。由 E2 的性质，可以将问

题的几何结构信息引入求解过程。利用计算几何求解 TSP 可参看文献［8 ~ l0］。通过分析 E2-TSP 的特

点，发现最优环路有一些较好的性质。记 S 是 E2-TSP 所给的点集，是 I S I的点数，TOpt（ S）是问题的最优

环路，T（ S）是问题的可行环路，BCH（ S）是点集 S 的凸壳边界多边形，I BCH（ S）I是其顶点数。

定理 ! 最优解是简单多边形。

定理 " 最优解 TOpt（ S）顺序经历 BCH（ S）的顶点。

定理 l、2 的观点最先由 FIOOd［ll］于 l956 年阐明，Ouintas 和 Supnick 于 l965 年给予了证明。这反映

了人类解决此类问题的过程，也符合“全局—局部”的观点［l2］。本文以此为出发点，根据凸壳和环路的

关系定义子路径及相关概念。

定义 ! T（ S）被 BCH（ S）顶点分割为 I 个部分，其中，I = I BCH（ S）I。从 BCH（ S）任一顶点 p 沿

T（ S）到下次碰到 BCH（ S）的顶点 p' 时所经历的路径称为 T（ S）的子路径 sub（ T（ S）），其中，p、p' 称为

sub（ T（ S））的端点。

定义 " T（ S）的子路径 subi（ T（ S））和 sub （ T（ S））（ i!  ，i， = l，⋯，I BCH（ S）I）若有一个端点相

同，则称 subi（ T（ S））和 sub （ T（ S））是相邻的；否则称为是不相邻的。

定义 # 若 subi（ T（ S））的端点是 BCH（ S）上相邻的顶点，则称 subi（ T（ S））是可行的；否则称

subi（ T（ S））是不可行的。

定义 $ 若 subi（ T（ S））是可行的，且与 sub （ T（ S））（ i!  ）除端点外没有交点，则称 subi（ T（ S））是

完全可行的。

定理 # TOpt（ S）的子路径 subi（ T（ S））（ i = l，⋯，I BCH（ S）I）是完全可行的。

证明 根据定义，结合定理 l、2 容易证明。

推论 ! TOpt（ S）中不相邻的子路径 subi（ T（ S））（ i = l，⋯，I BCH（ S）I）不相交。

引理 ! 若 S = I BCH（ S）I，则 TOpt（ S）= BCH（ S）。

证明 用反证法容易得证。

定理 $ 若 T（ S）的子路径 subi（ T（ S））（ i = l，⋯，I，I = I BCH（ S）I）是可行的，则按照子路径相邻

关系依次连接 subi（ T（ S））并删除重复出现的端，可以构成可行环路 T'（ S），且 T'（ S）是由 subi（ T（ S））

（ i = l，⋯，I，I = I BCH（ S）I）所决定的（ I - l）！/ 2 条可能环路中最优的。

证明 从子路径的定义可知，T'（ S）遍历 S，且每个点只经过一次，故 T'（ S）是可行环路。 I 个子路

径有（ I - l）！/ 2 种连接方式，但不同的连接方式不会改变 subi（ T（ S））的长度，按照题设条件可将有相

邻关系的子路径映射成 BCH（ S）上相邻的顶点而不影响不同环路之间的长度差异。由引理可知 BCH

（ S）是连接其顶点的最优环路，其顶点连接方式与 T'（ S）的连接方式相同，故 T'（ S）是（ I - l）！/ 2 条可

能环路中的最优环路。

子路径可以看作点集 S 的分类。若能够保证 T（ S）所有子路径是可行的，则定理 4 给出了构造可

行解的方法，并且构造的过程就是优化的过程。从以上定理和结论中可知，若在子路径构造过程中对点

集 S 做了错误的划分，即使 T（ S）的所有子路径都是完全可行的和最优的，并且按照定理 4 的方法构

造，T（ S）也不是最优的。因此一种近似算法若没有在子路径之间交换点的机制，则很难找到最优解。

最近邹鹏等提出的多级归约算法［l3］，其主体思想是对解进行多级归约，不断地降低问题规模，在小规模

的实例上用成熟的算法得到较好的解，然后按归约的相反顺序逐步拼接，最终得到一个合法解。按照本

文提出的概念，这种方法可以等效为在多个子路径之间交换点。对于随机性的近似算法，如遗传算法，

文献［l4 ~ l7］中提出的各种交叉、变异和其它操作由于不能保证子路径可行等性质，因此其搜索是随机

盲目的。虽然 E2-TSP 的约束只有一项，即限制可行解遍历 S 且每个点只经过一次，但若将 TOpt（ S）的必

要条件作为一项约束，则在搜索过程中可以排除大量非优解，从而提高求解效率，而且对问题的最优解
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没有影响。

! 算法设计

采用改进的遗传算法求解 E2-TSP 问题。首先基于 BCH（S）设计环路构造算法。计算凸壳 BCH（S）

可以采用格雷厄姆算法、分治算法（其时间复杂度为 0（ I log（ I））［18］），作为初始化在构造算法之前完

成。本文在计算凸壳时采用了开源的计算几何算法库 CGAL［19］（Computational Geometry Algorithm Li-
brary）。环路构造算法如下：

step 1 以 BCH（S）为初始环路 T（S）；

step 2 对 T（ S）所有的边miIi，以及所有不在 T（ S）上的点 r，查找满足（ cmir
+ cIir - cmiIi

）最小的

mi，Ii，r；

step 3 将 r 插入miIi之间以更新环路 T（S）；

step 4 若 T（S）没有遍历所有的点，则重复执行第 2 步。

构造算法可以理解为以 BCH（ S）为起点，按照距离增量最小的原则向内收缩直至遍历所有的点。

算法复杂度大致为 0（I2）。

任何一种有效的 TSP 近似算法都采用一定的启发信息或规则。本文以点集的 Delaunay 三角剖分图

DT（S）作为启发信息。虽然 Kantabutra［20］已经证实 E2-TSP 的最优解不一定是 DT（ S）的子图，此外

Michael Dillencourt 也提出了反例的构造方法，但通过 TSPLIB［21］中的大量实例，我们观察到对于 E2-TSP，

其最优解在 DT（S）上的概率很大，表 1 是对 TSPLIB 中给出最优解的 E2-TSP 实例的分析结果。

表 1 TSPLIB 实例分析结果

Tab.1 The analysis result of some TSPLIB examp

!
!!

les

实例名 规模 最优解在 DT 上的边数 % 实例名 规模 最优解在 DT 上的边数

!!

%

!!eil51 51 51 100.0 eil101 101 99 98.01

!!berlin52 52 52 100.0 lin105 105 103 98.09

!!st70 70 69 98.57 ch130 130 129 99.23

!!eil76 76 76 100.0 ch150 150 150 100.0

!!pr76 76 74 97.37 tsp225 225 225 100.0

!!kroC100 100 100 100.0 a280 280 280 100.0

!!kroA100 100 99 99.0 pr1002 1002 999 99.7
kroD100 100 99 99.0

算法初始化：首先消除点集 S 中的重复点，此项操作不会影响最优环路。例如 TSPLIB 中的 Djibouti-
89 问题中就存在多组重复的点；其次计算 BCH（ S）和 DT（ S），为环路构造算法和操作算子提供几何结

构信息。

编码方式：按照子路径的定义将可行环路编码为子路径集合，集合规模根据 BCH（ S）的顶点数确

定。子路径采用动态数组编码，其首尾元素为 BCH（S）上相邻的顶点。如图 1 所示。

群体初始化：由于构造算法是确定性的，为保证个体的多样性，可先构造一条可行环路 T（S），然后

对 T（S）的子路径按照不自交和沿 DT（S）经历的点尽量多的原则生成指定规模的种群。

选择算子：采用按适应度比例复制的最优个体保留策略。

交叉算子：按照最优环路的性质，存在不可行子路径的环路一定不是最优的。而采用常规单点或多

点交叉、部分映射交叉 PMX、顺序交叉 OX、循环交叉 CX、边重组交叉 EX 都不能保证子路径是可行的，

可以认为这些交叉算子产生的结果是错误的。利用构造算法和编码方式的特点，本文采用子路径交叉的

方法，即只在端点相同的子路径之间进行交叉操作。设两条环路 Ta（S），Tb（S），按 BCH（S）顶点顺序对子路

径 subi（Ta（S））和 subi（Tb（S））交叉，形成环路 T'a（S），T'b（S），其中 subi（T'a（S））= subi（Tb（S）），subi（T'b（ S））

= subi（Ta（S）），若 subi（Ta（S））和 subi（Tb（S））经历相同的点，则完成交叉操作。否则以 T'a（ S）为例按

以下步骤操作：
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图 l 环路编码方式

Fig.l The encode method of tour

Step l 若 T'a（ S）中有未经历的点 p，则按照沿 DT（ S）直接可达的原则将其加入相应子路径中。

Step 2 若 T'a（ S）中有重复点 p，则按照 subi（ T'a（ S））优先和沿 DT（ S）直接可达的原则将其保留在

所在子路径中，并删除其余重复的点 p。

Step 3 若 T'a（ S）是不可行的，则重复 Step l 和 Step 2。

Step 4 对被改变的子路径按照不自交的原则形成新的子路径。

交叉的目的是交换 Ta（ S），Tb（ S）的子路径，在保证环路可行的前提下尽量使其余子路径少受影

响，同时使所有子路径是可行的。此算法可看作子路径单点交叉操作，也可将其修改为子路径多点交叉

操作。

变异算子：根据最优化原理，最优环路其子路径也是最优的。由于子路径可认为是对 S 的分类，要

找到最优解，首先要对 S 进行正确的分类，其次对分类结果（即子路径）进行优化。交叉算子更多的是

对不同的分类结果进行组合，而变异算子则是改变分类并对子路径进行局部优化。

Step l 随机选择子路径 subi（ T（ S））。

Step 2 顺序选择 subi（ T（ S））中的非端点的路径点 p；若不存在，则到 Step 5。

Step 3 若点 p 在 DT（ S）上相邻的点都在 subi（ T（ S））上，则返回 Step2。

Step 4 若点 p 有至少两个 DT（ S）上相邻的点都在 sub （ T（ S））（  ! i， = l，⋯，m）上，尝试将 p 从

subi（ T（ S ））上 删 除，对 sub （ T（ S ））所 有 的 边 mini，按 照（ cmir
+ cnir

- cmini
）最 小 的 原 则，将 p 加 入

sub （ T（ S）），从而形成可行环路 T （ S）。计算! = cost（ T）- cost（ T ），若! < 0， = l，⋯，m，则返回 Step

2；否则，令 T（ S）= Tk（ S），其中!k = max（!l，⋯，!m），返回 Step 2。

Step 5 对发生变化的子路径执行 2-opt 算法，直至子路径的长度不再减小。

可以看出变异算子满足子路径的可行性。变异算子第 3 步的目的是避免选择子路径凸壳内的点，

以提高子路径完全可行的概率。第 4 步是按照相邻的原则在子路径之间交换点，以改变分类，并保证满

足正向收益原则，也可看作是子路径之间的 2-opt 操作。第 5 步是对受影响的子路径进行局部优化。从

实验中可以看出，由于 DT（ S）的性质限制了点的自由度，交换时满足条件的子路径通常是很少的。如

图 2 所示。

控制参数选择：TSP 问题的凸壳点数相对较少，为保持子路径的多样性，建议种群规模至少为

I BCH（ S）I。本文采用的规模为 max（20，2 I BCH（ S）I）。交叉概率 pc = 0 .6，变异概率 pm = 0 .2。

停止准则：若当前最优个体在一定演化代数 n 内未得到改进，则算法停止。本文取 n = I BCH（S）I
pm

。

! 试验结果

在表 2 给出的环境中实现了上述算法。
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图 2 变异算子

Fig.2 The mutation operator

表 2 实验环境配置

Tab.2 The computing environment configure of aIgorithm

CPU 内存 操作系统 开发环境 编译器 软件包

InteI P4 1.4G 256M DDR Win2OOO cygwin gcc 2.95 CGAL

计算 BCH（S）、DT（S）以及几何查询等采用了 CGAL［19］。针对表 1 中的部分实例及 TSPLIB［21］中的

Djibouti-89、Oatar-194 和 China-144 问题求解结果如表 3 所示。其中中国 144 城市 TSP 的结果如图 3 所

示。

表 3 算例结果

Tab.3 The resuIt of exampIes by aIgorithm

实例名 运行次数 找到最优解的次数 最优解长度 I BCH I（S） 平均运行时间（s） 平均演化代数最大演化代数

eiI51 2O 2O 426 8 1.9 158 192

berIin52 2O 2O 7541 8 2.1 177 252

st7O 2O 2O 675 1O 1.O 117 162

eiI76 2O 2O 538 1O 2.1 21O 257

pr76 2O 2O 1O8159 4 1.7 147 173

kroC1OO 2O 2O 2O749 11 1.6 121 178

kroA1OO 2O 2O 21282 12 1.6 146 189

kroD1OO 2O 2O 21294 14 1.1 11O 162

eiI1O1 2O 2O 629 1O 2.6 236 421

Iin1O5 2O 2O 14379 5 O.8 122 176

ch13O 2O 2O 611O 1O 1.8 172 36O

ch15O 2O 2O 6528 15 2.O 193 277

a28O 2O 2O 2583 12 4.1 368 497

Djibouti-89 2O 2O 6656 8 O.8 83 112

Oatar-194 2O 2O 9352 15 2.2 328 388

China-144 2O 2O 3O355 1O 2.5 291 392

从试验结果可以看出问题求解时间与规模并不是一致的。构造算法产生的环路其所有的子路径都

是完全可行的，对于一些实例（如 Djibouti-89）构造的初始环路与最优环路的差别就已经很小。Topt（S）中

一些较短的子路径通常在构造时就已经出现，并且很少受变异算子的影响。

! 结 论

根据最优环路以及子路径的概念和性质，以问题点集的凸壳设计环路构造算法，利用遗传算法全局
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图 3 China-144 算例结果

Fig.3 The resuit tour of China-144 TSP

寻优的能力并以 Deiaunay 三角剖分图为启发信息可以有效解决欧氏平面 TSP。通过实验验证了利用问

题特点和几何结构信息可以有效减小搜索空间、提高搜索的质量和效率。
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