
文章编号: 1001- 2486( 2004) 06- 0015- 06

Walker星座自主定轨误差分析
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摘  要:通过对Walker 星座中卫星间的相对运动进行分析,给出星间相对距离的解析表达式及其对轨道

根数的偏导数,直观地描述在同轨道面和异轨道面的星间观测对轨道根数变化的体现情况;根据星座中卫星

的相对位置,提出合理的约束条件和平差方法, 利用星间测距网实现星座的整网定位;通过仿真算例,比较在

不同情况下,采用合适的整网定位方法对轨道根数的系统误差和随机误差修正的情况。
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Abstract: Since there are more and more satellites in the constellation, autonomous position determination by using single satellite

has been gradually replaced by the whole autonomous navigation by using the inter- satellite relative observation in the constellation.

Based on analyzing inter- satellite relative movement for Walker constellation, the resolution expression of the inter- satellite relative

distance and the partial derivative with respect to orbit elements are presented firstly. The variation of orbit elements in the inter- satellite

measurement is intuitively described in the same orbit plane and different orbit plane. Secondly, based on the relative position of

satellites in the constellation, rational restriction and estimation method is put forward. The orbit determination of the whole network of

the constellation is realized using the measurement of the inter- satellite distance. Finally , modified results of the orbit elements. system

error and random error are compared in different instance using the rational orbit determination method by way of example.
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随着卫星应用需求的日益发展,特别是 20世纪 80年代以来,越来越多的飞行任务仅靠单颗卫星早

已不可能完成, 于是由多颗卫星组成的卫星星座开始引起人们的关注, 成为许多飞行任务的首选方案。

卫星星座中的卫星数目往往较多, 采用单星自主定位显然不是好方法。目前星座的自主定轨,主要依赖

于星座的星间相对测量进行相对自主导航研究。国外对利用星间相对测量信息进行自主导航做了广泛

的研究,提出了许多导航方法。例如,日本空间和宇航科学院正在开发的利用微型激光扫描测距仪进行

相对位置、姿态确定的方法, Ananda进行的/ GPS卫星自主导航0研究[ 1]
,Abusali进行的/通过星间交联测

距实现 GPS自主导航0研究[ 2]
和Herklotz进行的/轨道确定过程中的联合交联测距以提高星座自主性0

研究。同时,国内也对星座的相对导航做了部分研究工作,文献[ 3]对于利用星间测量进行星座自主定

轨的基准秩亏作了理论分析, 而文献[ 4~ 6]则提出了一系列的方案和应用方法。

1  Walker星座星间相对距离的几何分析

由文献[ 3]可知,星 ) 星跟踪定轨出现问题的主要原因是轨道面不确定所致,即两星轨道发生整体
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漂移。现有的星座大多为Walker星座,下面就以Walker 星座为例,分析星间观测对轨道根数的影响情

况,首先将卫星都投影到地球上,通过球面三角形给出星间的球面距离的解析表达式,如图1所示。

图1  两卫星相对位置示意图
Fig. 1 Sketch of relative position

of two satellites 

由于球面三角形 AAcC 和BBcC 全等,解球面三角形, 得

3AAc4= 3BBc4= arctan tan $8
2
cos i ( 1)

其中,符号3k1 k24表示球面上弧段 k 1 k2 对应的球面角, $8 = 3AB4= 8 j

- 8 i ,为两轨道面升交点赤经之差,考虑球面三角形 NAB 有

cos$80 = - cos icos(P- i ) + cos$8sinisin(P- i )

= cos
2
i+ sin

2
icos$8 ( 2)

同时有:

3NS 14= a0= 90b- u i+ arctan tan
$8
2
cos i ( 3)

3NS 24= b 0= a0- $u+ 2arctan tan
$8
2
cos i ( 4)

式中,卫星相角差 $u= uj- ui。由球面三角形 NS 1S2 可知星间距离对应的地心角为:

cosA= cosa0cosb0+ sina0sinb 0cos$80 ,  $80 I ( 0,P) ( 5)

根据余弦定理可得星间距离为:

L ij= r
2
j + r

2
i- 2r ir j #cosA ( 6)

其中, r=
a( 1- e

2
)

1+ ecosf
,考虑Walker星座是同一类型的轨道,因此 ai U aj , ei U ej ~ O ( 10

- 8
) ,这样星间距离

式( 6)可以简化为:

L ij= rA=
a ( 1- e

2
)

1+ ecosf
A ( 7)

由此可以看出: 地心距主要与半长轴 a、偏心率 e以及真近点角f 有关, 地心角主要与轨道倾角 i、升交

点赤经差 $8 以及近地点角 w 相关。为简单起见, 下面选择 a、e、i、8、w、f 为基本轨道根数,针对二体

问题进行分析。

11 同轨道面情况(即 ii = ij、8 i= 8 j )

星间距离对应的地心角为

cosA= sinu i sinu j+ cosui cosuj = cos($u )

星间距离为

L ij = r#$u = r#$f ( 8)

则

5L ij

5 i =
5L ij

5 8 =
5L ij

5w = 0

5L ij

5 a =
r
a
$f U$f

5L ij

5e = -
2ae

1+ ecosf -
a( 1- e

2
) cosf

( 1+ ecosf )
2 #$f U- acosf #$f

5L ij

5f =
r
2
e

a( 1- e
2
)
sinf #$f ~ O( 10

- 3
)

( 9)

由式( 9)可以看出,同轨道面卫星星间相对距离不含有 i、8 的变化信息,在二体问题或仅考虑摄动

力主项 J 2 情况下, 也不含w 的变化信息,因此在同轨道面内星间观测基本上是不能对 i、w、8 进行修正

的。当轨道是近圆轨道时,对真近点角 f 的偏导较小,近似为零,表示星间测距对 f 的变化不敏感, 因此

修正效果较差。而轨道根数 a、e 的变化是可以在星间相对距离的变化中得到体现的,也就是说可以通

过星间测距网进行修正。
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21 异轨道面情况(即 ii = ij )

异轨道面的星间相对距离为

L ij= rA=
a ( 1- e

2
)

1+ ecosf
A

将各轨道根数的变化情况体现在星间相对距离的变化上,对轨道根数进行偏导,得:

5L ij

5 i = r
5( A)
5 i

  = -
r

1- cos
2
A[

tan $8
2
sini

1+ tan
2 $8
2
cos

2
i
( sina0cosb0+ 2cosa0sinb0- cosa0sin b0cos$80

   - 2sina0cosb0cos$8 0 ) - 2sin a0sinb0sin$80sinicos i ( cos$8 - 1)
]

5L ij

5w = r
5( A)
5w = - r

1- cos
2
A
( sina0cosb0- cosa0sinb0 cos$80 )

5L ij

58 = 0,  
5L ij

5 a =
r
a
A

5L ij

5 e = -
2ae

1+ ecosf
-

a( 1- e
2
) cosf

( 1+ ecosf )
2 #AU- acosf #A

5L ij

5f =
r
2
e

a( 1- e
2
)
sinf #A- r

1- cos
2
A
( sina0cosb0- cosa0sinb0 cos$80 )

5L ij

5f =
r
2

a( 1- e
2
)
sinf #A- r

1- cos
2
A
( sina0cosb0- cosa0sinb0 cos$80 )

  U - r

1- cos
2
A
( sina0cosb0- cosa0sin b0cos$80 )

( 10)

由以上偏导数可以看出, 异轨道面卫星的星间相对距离中包含了 i、w、f 的变化, 而且星间相对距

离对 w、f 的偏导数在近圆轨道的情况下量级相当。但卫星间距离只与升交点赤经之差相关,如果卫星

间轨道进动量一致, 即 $8 为常数, 星间距离是无法体现出升交点赤经之间的变化的。

由以上分析可知,对于Walker星座, 8 的变化是无法在星间相对距离中得到体现的,而 i、w 的变化

在同轨道面的星间观测中是不能得到体现的,同轨道面观测对 f 也不敏感, 也就是说, 对于近圆轨道,同

轨道面卫星星间观测只能修正 a、e两个轨道根数。当存在异轨道面观测时, 除 8 外的轨道根数的变化

都是可以通过星间距离的变化得到体现的。对于 f 这个与时间相关量的修正情况基本上与w 等同。

2  星座整网定位模型

设整个星间测距网的观测方程为:

L= AX+ $ ( 11)

则误差方程可表示为:

V= ADX̂ - l ,  l= L- AX0 ( 12)

其中,在此假设网中卫星数为 n,独立观测基线数为 m ,则 L 表示星间距离观测值, $表示测量真误差,

V表示距离观测量的残差,它们分别为 m @ 1维矩阵; A为m @ 3n 维系数矩阵; X 0、X 分别为卫星的概

略坐标和真实坐标, DX̂ 为卫星坐标的修正值, 它们分别为 3n @ 1维矩阵。具体的表达式请参考文献

[ 4]。

由于星间测距构成的自由网存在基准秩亏问题,因此采用最小二乘方法无法求得惟一解,下面针对

不同情况,采用不同的平差方法进行求解。
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2. 1  有先验信息

充分利用卫星的先验信息,将卫星位置作为随机量,顾及其权阵的影响, 解法方程系数矩阵的秩亏

问题,文中采用参数加权平差方法
[ 4]
, 最终最小二乘的估值为:

DX̂ 3n @1= ( A
T
PLA+ PX )

- 1
A
T
PLl ( 13)

其中, PL 为观测量的权矩阵; PX 为预估轨道坐标的权矩阵。

2. 2  先验信息不准

如果卫星的先验信息未知或精度太低不易采用时,可以考虑采用有偏估计方法,较常用的有偏估计

方法有岭估计和广义岭估计。由于星座中可能存在各种轨道类型的卫星, 因此其初始轨道的精度不同,

采用广义岭估计更具有一般性。

对 A
T
A 进行正交分解

A
T
A= G

K1

w
Kp

G
T
,  C= G

T
X=

C1

s

Cn

则广义岭估计定义为:

X̂GK = ( A
T
A+ GKG

T
)
- 1
A
T
L ( 14)

对于岭参数 K 的选择是广义岭估计的关键所在,本应选择使MSE( X̂GK )达到最小的 K ,但 K的最

优值不但依赖未知数的 R̂
2
0、X̂ , 而且这种关系没有显式表示。统计学家作了许多的工作,提出了 10余种

选 K 的方法, 但目前没有一个方法一致地优于其他方法。下面给出Hemmerle-Brantle公式,

k̂ i=
R̂
2
0

Ĉ
2
i - R̂

2
0PKi

,  i= 1, ,, n ( 15)

当 Ĉ
2
i - R̂

2
0PKi [ 0时, 取 k̂ i= ] 。

2. 3  带有约束的整网定位

卫星之间的相对运动规律是可以表达为一定的约束条件的。对于Walker 星座, 它是一种在轨道面

内均布的星座构形, 因此同轨道面内的卫星满足:

E
k

i= 1
x i = Dx ,  E

k

i= 1
yi = Dy ,  E

k

i= 1
z i = Dz

其中, k 为同轨道面内均布的卫星数, Dx , Dy , Dz 均为时变小量, 在计算中可以采用理想的情况,即 Dx =

Dy = Dz = 0,将其统一表示为

BX̂= 0

则上式约束条件化为:

BDX̂ - W= 0,  W= - BX0 ( 16)

其中, B是约束方程的系数阵, 由0和 1元素组成。

对于其他类型的星座,由于其具有特殊性,它的约束条件也不尽相同,在此不作详述。在此提出利

用带有约束的参数加权平差方法进行先验值较准情况下的星座整网定位方法。首先组成新函数为:

5 = V
T
PLV+ DX̂

T
PXDX̂+ 2K

T
1 ( BDX̂- W) ( 17)

对 DX̂ 求偏导, 并令其为零,可写成:

A
T
PLV+ PXDX̂+ B

T
K 1= 0

令

N= A
T
PLA+ PX ,  U= A

T
PLl

则

DX̂ = N
- 1
( U- B

T
K 1 ) ( 18)

K 1= ( BN
- 1
B
T
)
- 1
( BN

- 1
U- W) ( 19)
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( 18)式和( 19)式即为法方程的解。

3  数值仿真与分析

这里通过数值方法对不同类型轨道的卫星的修正情况进行仿真分析, 通过星间测距网完成某个时

刻对各轨道根数引起的系统误差和随机误差的修正(在此不考虑速度的修正情况)。

以高度为 10 350km的Walker星座作为自主定位的卫星网,星座的特征码为 18P3P0B53b,假设卫星在
时刻 t 0进行星间相对距离观测(双向观测) ,各相对距离的观测值的均方差为 RL = 5m(对轨道根数引起

的系统误差修正采用广义岭估计方法, 对随机误差采用带有约束的参数加权平差方法)。其中轨道根数

引入的系统误差为: 半长轴 $a= 2000m, 偏心率 $e= 1e- 4,轨道倾角 $i= 0. 2b,升交点赤经 $8 = 0. 2b,

近拱点角 $w= 0. 2b,平近点角 $M = 0. 2b。

11考虑同轨道面的 6颗卫星的情况

由表 1的仿真结果可以看出,利用某一时刻同轨道面星间测距网只能对轨道根数 a, e 进行修正,

这一结果证明了上面分析的结论。

表 1 同轨道面轨道根数系统误差修正结果

Tab. 1 Corrected results of orbit elements. system error in same orbit plane

轨道根数系统误差引入的位置误差 平差后位置误差

Rx ( m) Ry ( m) Rz ( m) R̂x ( m) R̂y ( m) R̂z ( m)

轨道

根数

a 14141213550 8511 094993 11291441166 01455337 01684275 01908064

e 2577. 979441 355. 930895 472. 336235 2509. 220973 0. 686419 0. 910908

i 0. 000000 33 018. 591326 24 791. 060434 0. 455999 33 018. 368590 24 791. 358195

8 24 848. 717608 41 289. 474171 0. 000000 24 848. 385666 41 289. 673702 0. 907775

w 41 289. 515021 24 848. 650513 32 975. 271905 41 289. 183278 24 848. 850274 32 975. 536996

M 41 289. 515021 24 848. 650513 32 975. 271905 41 289. 183278 24 848. 850274 32 975. 536996

  21利用星座中所有卫星进行平差处理
由表 2给出的仿真结果可以看出,利用不同轨道星间测距网进行整网处理对轨道根数 a, e , i 的修

正效果非常好,对 w, M 也有一定修正的效果(主要对 z 轴方向的位置进行了修正) ,由于平近点角 M 与

时间相关,通过增加一段时间的观测, 可能会取得较好的修正效果。但对于升交点赤经 8 是无法进行

修正的。

表 2 异轨道面轨道根数系统误差修正结果

Tab. 2 Corrected results of orbit elements. system error in different orbit plane

轨道根数系统误差引入的位置误差 平差后位置误差

Rx ( m) Ry ( m) Rz ( m) R̂x ( m) R̂y ( m) R̂z ( m)

轨道

根数

a 1414. 213550 851. 094993 1129. 441166 0. 455337 0. 684275 0. 908064

e 1167. 125246 1167. 125234 1129. 441166 0. 707535 0. 756246 0. 979063

i 23 347. 669591 23 347. 670073 24 791. 060434 27. 703904 27. 460307 33. 858703

8 34 075. 500156 34 075. 500483 0. 000000 34 075. 553484 34 075. 446991 0. 979056

w 34 075. 500770 34 075. 500441 32 975. 271905 30 109. 399807 30 109. 293747 25. 551378

M 34 075. 500770 34 075. 500441 32 975. 271905 30 109. 399807 30 109. 293747 25. 551378

  31随机误差的修正
以上两种情况是考虑星座中所有卫星的轨道根数都是同一个变化趋势, 即考虑它们系统误差的影

响,下面主要考虑星座中卫星轨道根数的误差服从高斯分布时的修正情况。其中,半长轴的误差的均方
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差 Ra = 2000m,偏心率 Re= 1e- 5,轨道倾角 Ri = 0. 002b,升交点赤经 R8 = 0. 002b, 近拱点角 Rw = 0. 002b,

平近点角 RM = 0. 002b。

由表 3的仿真结果可以看出,对于轨道根数的随机误差, 采用合适的整网平差方法基本上都可以得

到很好的修正, 这是由于星间测距网具有良好的几何约束的原因。

表 3 异轨道面轨道根数随机误差修正结果

Tab. 3  Corrected results of orbit elements. random error in different orbit plane

轨道根数随机误差引入的位置误差 平差后位置误差

Rx ( m) Ry ( m) Rz ( m) R̂x ( m) R̂y ( m) R̂z ( m)

轨道

根数

a 1041. 930164 1289. 997660 929. 934649 2. 844234 16. 078742 17. 242940

e 141. 643780 178. 347385 43. 250129 8. 928006 24. 485501 25. 994207

i 214. 484822 166. 467584 204. 592614 75. 253442 75. 990506 27. 290685

8 376. 630073 304. 201933 0. 000000 175. 142764 77. 733800 19. 131809

w 303. 236419 305. 539446 350. 424265 51. 371154 78. 590960 73. 393404

M 303. 236419 305. 539446 350. 424265 51. 371154 78. 590960 73. 393404

4  结 论

在卫星星座利用星间测距网进行自主定位时存在条件方程秩亏问题,升交点赤经 8 总是秩亏的,

而轨道倾角 i 和近拱点角w 在同轨道面观测时也是秩亏的。对于Walker 星座,当星座中卫星在同一轨

道面时,利用星间测距网只能对轨道根数 a , e的系统误差进行修正;当星座中存在异轨道面卫星时,利

用星间测距网对轨道根数 a, e , i的系统误差可以进行很好的修正,对轨道根数 w , m 可作部分修正,而

对于升交点赤经的系统误差是无法修正的,只有固定其中某一颗卫星的升交点赤经,才能对其他卫星进

行相对修正;对于轨道根数的随机误差,采用合适的整网平差方法基本上都可以得到很好的修正。
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