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稳健局部线性嵌入方法
X
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摘  要:针对局部线性嵌入方法对于噪声的敏感性,从分析噪声对数据集局部特性的影响入手, 提出了稳

健局部线性嵌入方法。通过与局部线性嵌入方法的理论分析和实例对比, 表明稳健局部线性嵌入方法不仅对

噪声影响不敏感,而且对邻域的选择有较好的适应性,可更好地挖掘数据集的本征特性, 具有更强的数据可视

化能力。

关键词:局部线性嵌入; 高维数据;降维; 邻域

中图分类号: O29  文献标识码: A

Robust Locally Linear Embedding

TAN Lu, WU Yi, YI Dong-yun

(College of Science, Nat ional Univ. of Defense Technology, Changsha 410073, China)

Abstract: Since the locally linear embedding method is sensitive to noise, a new method is presented to solve this problem. This

new method, namely robust locally linear embedding method, is constructed by analyzing noise influence on the character of the data

set. s local neighborhood. Compared with LLE, the RLLE is insensitive to noise and adaptive to the selection of neighborhood, which is

verified by theoretical analysis and practical exper iments. Therefore, the RLLE can discover the intrinsic structure of the data set and

visualize the data better.
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高维数据处理的研究,因其在航天遥感数据、生物数据、网络数据以及金融市场交易数据等领域的

广泛应用,而受到普遍重视。由于众所周知的/维数灾祸0( curses of dimensionality)问题, 通常对于高维数

据的处理, 如图像分类、模式识别等,存在着种种困难。一种常用的做法是在保持数据所含感兴趣信息

的前提下, 尽可能降低数据的维数, 即降维。现已有许多可行的线性降维方法, 如主成分分析 PCA
[ 1]
、多

维尺度分析 MDS
[ 2]
、线性奇异分析 LDA

[ 3]
等,它们主要研究在高维空间中如何设计线性模型的特征向

量
[ 4]

,它们的优势是运算快捷、方便,并能产生简单的变换函数,对线性结构效果好, 但是对于某些数据

而言,其所携带的信息呈现某种/非线性性0, 如高维空间中的曲面数据,使得线性方法失效。于是本世

纪以来,出现了许多新的非线性方法,主要有局部线性嵌入 LLE
[5]

( Locally Linear Embedding )、拉普拉斯

特征映射(Laplacian Eigenmap)
[6]
、基于Hessian矩阵的LLE

[ 8]
等,它们通过在高维空间中设计数据集所在

流形的拓扑、几何等特性,很好地弥补了线性降维不能发现数据集非线性结构的不足。

LLE方法是 2000年由Sam T. Roweis和 Lawrence K. Saul提出的一种新的非线性降维方法, 在脸谱

图像数据和文档类数据处理中获得了很好的效果
[ 7]
。但在应用中仍有许多问题,其中较突出的是在求

解模型过程中可能出现的矩阵病态,会导致求解过程对于数据点噪声十分敏感,使结果受噪声影响很

大。针对 LLE 方法的这一不足,从分析噪声影响入手, 在此基础上提出了稳健局部线性嵌入方法,简记

为RLLE( Robust Locally Linear Embedding) ,并通过高维数据分类的实例说明, 它很好地减弱了噪声对降

维过程的影响, 可更好地揭示数据集的本征结构。
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1  LLE方法

LLE的具体做法为,设在高维欧氏空间 R
D
中有数据集X= { x 1 , x 2 , ,, x N }。该方法希望将 X 嵌入

到一个相对低维的空间R
d
中,同时尽可能地保持原数据所携带的信息,即保持数据集的拓扑结构(通过

每点的邻域关系确定)。考虑任意取定的点 x i I X , U ( x i )表示 x i 的 k - 近邻域(即 X 中离x i 最近的 k

个点组成的集合) ,寻求 N 维向量 wi = ( w il , w i2 , ,, w iN ) ,使得

Q ( wi ) = min
w
i

I R
N

xi - E
N

j= 1
w ijxj

2

( 1)

其中, E
N

j = 1
w ij = 1, w ii = 0,以及当 xj | U( x i ) 时, w ij = 0。w i 记录了 xi 点的邻域信息,即每点的局部拓

扑结构,记它们的全体构成的矩阵为 W。此时选择适当的维数 d, 做 X 的d 维嵌入, 即求 Y= ( y 1 , y2 ,

,, yN ) I R
d @ N

,使其满足

L ( y
*
1 , y

*
2 , ,y

*
N ) = min

Y E
N

i = 1
+yi - YW

T
i +2

= min
Y
( tr( YMY

T
) )

为了求解的惟一性, 施加规范化限制,即令E
N

i= 1
y i = 0, YY

T
= Id @d , Id @d 为单位矩阵。易知求解上述数据

集 Y等价于求M = ( I - W
T
)
T
( I - W

T
) 的特征向量问题。由于 W是由数据集X解出的, 故当数据集 X

受噪声污染时, 计算对噪声非常敏感,特别是当 X
T
X 的特征值较小时,甚至得不到需要的结果。

2  噪声影响分析

通过上一节的分析可以看出, 在LLE降维过程中,矩阵 W是否准确将直接影响低维嵌入的最终效

果。下面研究当数据集受噪声污染时, w i 的变化情况。为简化记号,令 x 0代表 xi , U ( x 0 )代表 x 0 点的

邻域,不妨设 x 1 , x 2 , ,, xk I U( x 0 ) ,则

x 0 = E
k

i= 1
w

i
xi ,  E

k

i= 1
w

i
= 1

令 xci = x i + Ei ( i = 0, 1, 2, ,, k ) ,代表相应的受噪声污染的点,以及相应的

xc0 = E
k

i= 1
w

ic
xci ,  E

k

i= 1
w

ic
= 1

若再令 X
0
= ( x 1 , x 2 , ,, x k ) , X

0c
= ( xc1 , xc2 , ,, xck ) , 以及 w= ( w

1
, w

2
, ,, w

k
)
T
, wc= ( w

1c
w

2c
, ,,

w
kc
)
T
,那么有

x 0= X
0
w,  xc0 = X

0c
wc

定理  在上述记号下,若各点噪声之间, 不同维数之间,以及 wc与噪声之间是相互独立的, 各点噪

声是同均值,为 0,同方差的。那么对于 Dw= wc- w有如下估计

E +Dw+ 2 [ k ( k+ 1) R
2

Kmin l
E +wc+ 2

其中, + # +取为欧几里得范数; R
2
= E

D

i = 1
R
2
i , R

2
i = Var( E

i
) ( i = 1, 2, ,, D ) , E

i
代表E的第i个分量, l =

rank( X
0
) , Kmin 为 X

0
T

X
0
的最小非零特征值。

证明  由 xci = x i+ Ei ( i= 0, 1, ,, k )可见

xc0 = Xc0wc = X
0
wc+ E

k

i = 1

wciEi ] x 0 = X
0
wc+ E

k

i= 1

wciEi - E0

进一步有

X
0
( wc- w) = E

k

i= 1

wci ( E0 - Ei ) ,  E
k

i= 1

wci = E
k

i= 1

w i = 1
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即

X
0
Dw = E

k

i= 1

wci ( E0 - Ei )

由于噪声是独立的, 则有

 E( Dw
T
X

0
T

X
0
Dw) = E E

k

i= 1
wci ( E0 - Ei )

T E
k

i= 1
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= E
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Ew

c2
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2 E
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Ew
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2
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( 2)

记 X
0
T

X
0
的正交分解为 X

0
T

X
0
= A

T
+A ,其中, A为正交矩阵, + =

K1 , 0

s s s

0 , Kk

。由于 rank( X
0
T

X
0
) =

rank( X
0
) ,故

E( Dw
T
X

0T

X
0
Dw ) = E( Dw

T
A

T
+ADw) \ Kmin E

k

i = 1, K
i

X 0
E( Dw

2
i ) ( 3)

通过对 A进行行初等变换(改变两行的位置) ,然后计算相应的( 3) 式,将所得结果相加可得

E( Dw
T
X

0
T

X
0
Dw) = E( Dw

T
A

T
+ADw) \ KminE+Dw +2 l

k

其中, Kmin = min
1 [ i [ k

{ Ki > 0}。

结合( 2) 式可知

E+Dw +2 [ k ( k + 1)
Kmin l E

k

i= 1
Ew

c2
i R

2

即

E +Dw +2 [ k( k + 1) R
2

Kmin l
E +wc+ 2 t

由上述定理可以看出,在邻域大小 k 已知的情形之下, w的误差主要由 3个因素决定: ¹ 噪声的影

响,即 R的大小; º 邻域的影响, 即 Kmin和秩 l 的大小; » 权重能量的影响,即+wc+的大小。

¹的影响来自于采样本身,不是本文考虑的范围; º 中使得 Kmin和秩 l 尽可能地大, 要求搜索全体

数据点,过于繁琐和耗时,所以本文考虑 » ,即通过减少权重能量来减弱噪声的影响。

此外, 在各种局部嵌入方法中, 邻域大小 k 的选取一般都是经验性的, 所以人们总是希望方法对于

邻域的选择不是很敏感的,而最后的实例表明, RLLE方法与LLE 方法相比, 对邻域具有一定的适应性,

可较好地克服 LLE 对邻域的敏感性问题。

3  RLLE方法

通过上节的分析可以看出,对 LLE 方法的改善关键是在 LLE方法的第一步,即求( 1)式时将权重的

能量加入极小化的目标函数 Q ( w0 ) , 即使得

Q ( w0 ) = +x 0 - X
0
w0 +2

+ Kf ( +w0 +)  K\ 0, E
k

i= 1

w
i

0 = 1 ( 4)

达到最小,来寻求 x 0 点的拓扑结构向量 w0 , 相应可得拓扑结构矩阵 W,进一步可得 M。

这里 K为稳健因子, X
0
表示 x 0 点邻域中点组成的矩阵; 然后在 W不变意义下的降维, 即同LLE方

法一样,是关于矩阵 M 的特征向量问题。

可以看出, RLLE 与LLE是相似的,在邻域给定的情形下, 二者的区别只在于局部拓扑结构矩阵 W

的寻求方式不同。RLLE通过引入正则项 f ( +w+ ) , 避免了 LLE的病态性,减弱了噪声的影响, 同时又

保持了LLE原有的特性。此外当 K= 0时, RLLE即为LLE。当然 K的选取与邻域点数 k、数据集的维数

D ,以及数据集的尺度有关。如若 k< D ,则当邻域取大时, ( 4)式第 1项趋向于小, K应趋于取小些;当
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数据集的尺度取小时, ( 4)式第 1项趋向于大, K应趋于取大些。通过实际计算,发现 K的选择对结果的

影响不是很大, 从而 K的选取通常不是最关键的问题。本文选取 K= 2CmaxkPN , Cmax为 X的协方差矩阵

var( X )的最大特征值。此外正则项 f ( +w+ )的选择要满足两点,一是使得( 4)式的求解稳健;二是使得

( 4)式的 +w+尽可能地小。为便于处理,简单取 f ( x ) = x
2
。

采用第1节的记号, RLLE的求解过程如下:

( 1) 选择邻域

这里使用固定邻域容量的 k- 近邻方法, xj I Ui
Z xj 属于 x i 的 k 个最近邻点之一。

( 2) 选择权重

对每点 xi ,寻求 w
*
i 使得

Q ( w
*
i ) = min{ +x i- Xw

T
i +2

+ K+wi +2
}

最终可求得拓扑结构矩阵 W
*
, 为方便仍记为 W。

( 3) 降维映射

最小化损失函数

L ( y 1 , y 2 , ,, yN ) = min
Y E

N

i= 1
+y i - YW

T
i +2

= min
Y

t r[ YMT
T
]

其中, Y= ( y 1 , y 2 , ,, yN ) , y i I R
d
( i= 1, 2, ,, N ) ,满足第 1节中的限制,得 d 维降维结果Y。

4  实 例

例1  抛物线数据, 图 1中左一为原抛物线数据,由 200个点组成,左二为施加噪声后的数据,右二

为采用LLE方法的 2维结果,右一为使用 RLLE的 2维结果。

图 1 抛物线数据( 10邻域, K= 010349)

Fig. 1 Parabola data ( 10-neighborhood, K= 010349)

由上图可以看出, LLE在保持原数据集特性的同时, 由于数据集受到了噪声的污染,使得结果产生

了一定的厚度, 即将本征 1维的数据变成了本征两维的数据, 这显然有悖于处理的初衷。相反, RLLE则

在很好地保持数据集特性的基础上,抑制了噪声的影响,可更加清晰地揭示数据集的本征结构。

例2  (乳腺癌数据集)
X
每组数据由 30个属性值组成,即 D = 30,用来描述一个乳腺癌病例。用

LLE和 RLLE方法将其嵌入到 2维空间,用以区分 98位疑似病例中, 对检测结果呈阳性( / �0)和阴性

( / #0)的两类患者。图 2、3给出了使用 LLE、RLLE的结果。

由图 2, 3可以看出, ( 1) RLLE与LLE相比可更好地分离两类数据,如图 2; ( 2) RLLE对邻域的选取具

有一定的适应性,如图 2、3的右一,而 LLE 受邻域选取的影响很大, 如图 2左一, k= 15时,尚可分离两

类数据,而对于图3左一,当 k= 20时,方法将失效; ( 3)通过图 2、3还可以看出, RLLE 结果显示数据集

的本征维数为 1, LLE结果看起来更像是 2维的,而实际上通过对数据进一步的分析可以看出,数据点之

间的差异由第 4, 24属性值基本确定,而这两者之间是强相关的(相关系数为 0. 9858) , 从而数据集的本

征维数应为1, 使用 LLE方法显然是无法获得相应结论的。
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图 2 乳腺癌数据( 15 邻域, K= 912247 @ 104 )

Fig. 2 Breas-t cancer data ( 15-neighborhood, K= 912247 @ 104)

图 3 乳腺癌数据( 20 邻域, K= 1123@ 105 )

Fig. 3 Breas-t cancer data ( 20-neighborhood, K= 1123@ 105 )

5  结 论

从噪声对数据集的影响分析入手, 发现了影响数据集拓扑结构的 3 因素, 通过将其中第 3个因素

+w +加入极小化过程, 即( 4)式,来改善拓扑结构矩阵 W的病态性,据此提出了 RLLE降维方法,并与

LLE方法进行了实例相比。结果表明 RLLE很好地克服了 LLE对噪声的敏感性,使得降维结果对邻域

大小具有一定的适应性, 可更好地反映数据集的本征特性。
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