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非结构网格上解二维 Hamilton-Jacobi方程的自适应算法
X

朱思美,宋松和
(国防科技大学 理学院, 湖南 长沙  410073)

摘  要:提出了一种非结构网格上解 Hamilton- Jacobi方程的自适应局部加密方法。讨论了加密方法关键

的一步:光滑度指标的确定, 通过采取无振荡插值,得到了无振荡数值格式,典型算例表明, 该方法只需增加少

量的点和计算量却能够提高计算精度和对间断的分辨能力。
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Abstract:An adaptive method for Hamilton-Jacobi equations on unstructured meshes is given, the paper presents the key ingredient

to choose smooth indicator. Using non-oscillatory interpolation it gets the essentially non-osscilatory scheme. Extensive numerical

experiments show that the adaptive methods can also produce high resolution and improve the accuracy with small grid points if grid

adaptation is employed.

Key words:Hamilton- Jacobi equations; adaptive methods; unstructured meshes

Hamilton-Jacobi(以下简称H-J)方程在众多领域,如最优控制、计算机图形图像、网格生成等, 有着非

常重要的应用。由于 Hamilton-Jacobi方程的解析解是难以求出的,而且其弱解不惟一, 解的导数即使在

初值非常光滑的情况下也会出现间断, 导致解曲面(线)出现尖点或纽结
[ 3]
。为提高Hamilton-Jacobi方程

解的精度, Osher和 Shu等人提出了 ENO 方法[ 4] , 但此方法随着精度的提高, 计算量加大。如何做到利

用低阶格式和少量的点也可以得到高精度的解,提高对间断的分辨能力,这就需要发展高效的解非线性

H-J方程的自适应算法。Zhang 等人发展的解H-J的自适应算法提高了解的精度和对间断的分辨率
[ 5]

,

但实施计算时运算量大。本文讨论了非结构网格上通过光滑度指标来处理间断处的局部自适应加密

法,数值实验表明,该法既能提高对间断的分辨率,又节省了计算量。

1  自适应法概要

考虑二维H-J方程的初值问题:

<t+ H ( <x , <y )= 0

<( x , y , 0)= <0( x , y )
(1)

其中,H 与<0 为Lipschitz连续函数, 8 为其求解区域。对 8 作三角网格剖分T h ,定义以节点 i 为顶点的

三角形为 T 0, ,, T k , Hl 为三角形T l在节点 i 处的内角, nl+
1
2
为沿三角形单元 T l与T l+ 1公共边方向向外

的单位向量,如图 1。
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1. 1  无振荡数值格式

H-J方程(1)在非结构网格上空间半离散数值格式为:

d
dt<i ( t )+ Ĥ ( ( ¨<) 0, ,, ( ¨<) k

i
) = 0 (2)

在计算中取 Abgrall提出的Lax-Friedrichs型数值Hamilton函数[ 1]
, 即:
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其中, Bl+ 1
2
= tan
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2
, A= max max

A [ u [ B
C [ v [ D

| H 1( u , v ) | , max
A [ u [ B
C [ v [ D

| H 2( u, v ) | , H1 与 H 2是 H 关

于u, v 的偏导数, [ A , B ]与[ C , D]分别是( <x)与( <y) l 的取值范围。

在时间上采用与格式(2)同阶的二阶TVD Runge-Kutta方法离散, 即:

<(1)= <( 0)+ $tL ( <( 0) )

<(2)= 1
2
<(0)+ 1

2
<(1)+ 1

2
$tL ( <( 1) )

(3)

本文用ENO思想来求 <在单元 $0上二次线性插值函数 P ( x , y )
[ 7]

,设 P ( x , y ) = a1+ a2x+ a3y+

a4x
2+ a5xy + a6y

2
, 对三角形单元 $0周围的三角形进行分组: ( i , j , k, 1, 2, 3) , ( i , j , k , 4, 5, 6) , ( i , j , k,

7, 8, 9) , ( i , j , k, 2, 5, 8) ,如图 2。利用这四组的点的坐标及相应的函数值,在一定的条件下,通过求解四

个六元线性方程组, 得到四个二次多项式,记为: P1( x , y ) , P 2( x , y ) , P 3( x , y ) , P4( x , y ) , 在这四个多项

式中挑选一个 Xi 值最小(最/光滑0)的多项式作为单元 $0 上的 ENO多项式, 记为 P ( x , y ) , 其中, Xi=

52P i ( x , y )

5x 2 +
52P i ( x , y )

5y 2 +
52

P i ( x , y )

5x5y
( i= 1, 2, 3, 4)。

图 1 节点 i 和以它为顶点的扇形区

Fig. 1 Node i and its angular sectors
         

图 2  数值格式中所需最大模板的节点分布
Fig. 2 The nodes used for the big stencil of the scheme

1. 2  自适应加密准则和加密形式

为加密的需要定义光滑度指标,对于三角单元 $l ,设置其光滑度指标为:

Rl=
52P l

5x 2 +
52P
5x5y +

52
P l

5y 2

其中, P l 为三角单元 $l 上的 ENO多项式。由于H-J方程的解曲面在某些地方发生很大的形变, 上述的

光滑度指标 Rl 能够正确描述H-J方程解的形变的发生区域。若选择单元上的一阶导数的绝对值之和

作为加密的光滑度指标, 算例的试验结果发现加密的区域扩大且落在解曲面形变的周围,而间断处需要

加密的地方却没有加密, 没有达到加密的目的。定义加密阀值: c0= Emax{ Rl , (1 [ l [ n} ( 0 [ E[ 1)。对

于 Rl> R0三角形单元进行加密, 加密的方法是连接其三边上的中点一分为四,处于加密与非加密交界

处的三角形单元一分为二,如图3、4。
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图 3 一分为四的加密单元
Fig. 3 The cell which is divided into four cells

        
图 4  一分为二的加密单元

Fig. 4  The cell which is divided into two cells

1. 3  加密单元新节点的插值

设加密单元为 $l ,其上的 ENO多项式为 P ( x , y ) ,增加的节点 A 的值由P ( x , y )插值得到,即 <( A)

= P ( xA , yA ) ,同理可计算出 B, C 点的函数值。

1. 4  自适应加密的二阶无振荡数值方法步骤

(1) 对求解区域进行三角剖分,并在初始网格上赋初值。

(2) 确定单元上的 ENO多项式。

(3) 计算节点 i的函数值<i 和各单元上的光滑度指标 Ri , 求出阈值 c0。

(4) 判断要加密的单元,形成新的三角网格剖分。

(5) 修正初始网格上加密区的三角形单元信息及节点信息。

(6) 由格式(2)及(3)计算新网格上的节点值。

2  典型算例及结论

通过两个例子来检验自适应加密方法的效果。

例1  解 Burgers方程:

<t+ H ( <x , <y )= 0

<( x , y , 0)= - cosP
x+ y
2

 - 2 [ x , y [ 2

with a nonconvex H :

H ( u, v)= - cos( u+ v+ A)

计算中取 A= 1,步长均为 0. 2, t= 115/P2,网格如图 5,计算结果见图 6、7。

例2  周期初边值问题:

<t+
1
2
( <x+ <y + 1) 2= 0

<( x , y , 0)= - cos(Px )
 - 112 [ x , y [ 018

计算中取步长 hx= hy= 011, t= 115/ P2,网格如图 8, 计算结果见图 9、10。

从计算结果可以看出,使用自适应局部加密法增强了对间断处的分辨能力, 使尖点更加突出,提高

了解的精度,从加密网格图可以很明显地看出解曲面的形变发生区域。本文在计算中使用加密法与未

使用加密法所取的时间步长相同,此自适应局部加密法与文献[ 5]的加密法相比,计算量要少。每加密

一个单元就增加 3个结点, 可以使加密的三角形单元的边长缩到原来的 1/ 2, 加密效率为2/ 3。
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  图 5 例 1 的加密网格

Fig. 5  The adaptive mesh of example 1
        图 6  未使用加密法计算例 1

Fig. 6:  The result without using adaptive mesh of example 1

图 7 使用加密法计算例 1

Fig. 7 The result using adaptive mesh of example 1
           

图 8  例 2的加密网格

Fig . 8 The adaptive mesh of example 2
  

图 9 未使用加密方法计算例 2

Fig. 9 The result without using adaptive mesh of example 2
    图10 使用加密方法计算例 2

Fig . 10 The result using adaptive mesh of example 2
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