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摘 要：求一个多元多项式环的理想的正则列是非常重要和困难的问题。在字典序下，一个零维理想的

Grobner 基中含有一个极大正则列，并且这个正则列是与顺序没有关系的。零维理想正则列的求出建立在

Grobner 基的可计算性和首项理想的根理想的准素分解算法上。
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The Regular Seguence of Zero Dimension Ideals
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Abstract：It is very important and diffcuIt to obtain the ideaI reguIar seguence of poIynomiaI ring. In the IexicaI order a zero
dimension ideaI Grobner has a maximaI orderIess regIuar seguence. We can obtain the reguIar seguence owing to the caIcuIabiIity
of Grobner bases and the method of the primary factor of the radicaI initiaI ideaI.
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给定环 S = I［x1 ，⋯，xI］（I 是代数封闭域）的真理想 I，找 I 的正则列是非常重要和困难的问题。

我们从零维理想 I 的 Grobner 基中找到了它的正则列。

定义 1 理想 I 满足下列等价条件中的一个，就称为单项式理想：

（1）I 由单项式生成；（2）如果 f = ! NII!x
! I，那么 x! I（I! 0）；（3）I 是 torus-fixed：如果

（c1 ，⋯，cI） （I ）I，那么 I 在变换 xi  cixi 下不变。

定义 2 假设 R 是一个诺特环，一个元素 a R 称为 R - 正则。如果 0 x R 都有 ax 0，而且 aR
 R，环 R 的一个序列 a1 ，⋯，aI 称为正则列。如果下列条件满足：

（1）a1 是 R - 正则，ai 是 R /（a1 ，⋯，ai - 1 ）（ i = 2，⋯，I）正则；（2）（a1 ，⋯，aI）R R。

令 N 是非负整数集合，I 是一个给定的正整数，x1 ，x2 ，⋯，xI 表示环 S 上的 I 个变元。

TI = T（x1 ，x2 ，⋯，xI）=｛x!1
1 x!2

2 ⋯x!II I!i N，i = 1，⋯，I｝，

即 TI 是 I 个变元 x1 ，x2 ，⋯，xI 的幂积的集合。记 x!1
1 x!2

2 ⋯x!II = X!，其中 X =（x1 ，x2 ，⋯，xI），! =（!1 ，!2 ，

⋯，!I） NI。

所谓 " 是集合 TI 上的一个全序（ totaI order），是指对任意给定的 TI 中的两个元素 X! 和 X#，下面的

三个关系有且只有一个成立：

X! < "X
#， X! = X#， X# < "X

!

如果无须特别标注 "，上式可简记为

X! < X#， X! = X#， X# < X!

集合 TI 上的全序 " 称为良序（weII-ordering），如果 TI 的每个非空子集合都有最小元，即对 TI 的任何非

空子集 A，必存在元素 X! A，使得对所有 X# A，X! "X
#。
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定义 3 集合 TI 上的序  称为项序（ term Order），是指  是一个全序，同时满足下面的两个性质：

（l）对所有 X  TI 和 X  l，都有 X >  l。

（2）对任何 X ，X ，X  TI，如果 X <  X
 ，则 X X <  X

 X 。

用 HiIbert 基定理，可证明项序必是良序。

最常用三种序是字典序：（ IexicOgraphicaI Order），简记为 Iex；次数字典序（ degree IexicOgraphicaI
Order），简记为 degIex；次数反字典序（degree reverse IexicOgraphicaI Order ），简记为 degrevIex。

设 <  （简记为 < ）为 S 上的一个项序，多项式环 S 中的任一个非零多项式 f，总可惟一地表示为

f = alX l + a2X 2 + ⋯ + arX r

其中，0 ai I，X i = xl
 il ⋯xI

 iI（l i r）。

lp（ f）= X l ，即 lp（ f）表示 f 的首项幂积；   lc（ f）= al ，即 lc（ f）表示 f 的首项系数；

lt（ f）= alX l ，即 lt（ f）表示 f 的首项； c（ f，X ）为幂积 X 在 f 中的系数；

SUpp（ f）=｛X  TI I c（ f，X ） 0｝，为在 f 中出现的幂积的集合。

定义 4 对于给定的三个多项式 f，g，h，其中 g 0，f 模 g 一步约化为 h，用 f  --
g

h 表示，当且仅当

lp（g）是 f 中某一非零单项式（也称为项）X 的因子，并且 h = f - X
lt（g）

g。

定义 5 令 f，h，fl ，⋯，fS 是 S 中的多项式，且对 i = l，2，⋯，S，fi 0，令集合 F =｛fl ，⋯，fS｝。f 模 F 约

化为 h，用 f  --
F

+ h 表示，当且仅当下式成立：

f
fi
 --
l

hl

fi
 --
2

h  --2 ⋯
fi
 --
t

ht = h
定义 6 设多项式 r S，F =｛fl ，⋯，fS｝SS \｛0｝，如果 r = 0 或者 r 模 F 不能约化，即 lt（ fi）（ i = l，2，

⋯，S）中的任何一个都不是在 r 中出现的幂积的因子，则称多项式 r 相对 F 是既约的（ reduced）。进而，

如果 f  --
F

+ r 和 r 相对 F 是既约的，则称 r 为 f 相对 F 的剩余（ remaider）或余多项式.
定义 7 设 I 是环 S 中任意给定的一个非零理想，G =｛gl ，⋯，gt｝是 I 中非零多项式的有限集合。

称 G 是理想 I 的 Grobner 基（Grobner basis）当且仅当对 I 中的每个非零多项式 f，存在 i（l i t），使得

lp（gi）I lp（ f）。

定义 8 令 I 是环 S 中的非零理想，lt（ I） = < ltf I f I > ，lt（ I）称为首理想（ initiaI ideaI）。

引理 1［8］ 令 I 是环 S 中的非零理想，G =｛gl ，⋯，gt｝SI \｛0｝，设 lt（G）=（ ltg I g G），则下面的叙

述是等价的：

（l）G 是 I 的 Grobner 基；（2）f I 当且仅当 f  --
G

+ 0；（3）f I 当且仅当存在 hl ，⋯，ht  S，使

得 f =  
t

i = l
higi，lp（ f）= max｛lp（hi）lp（gi）I i = l，2，⋯，t｝；（4）lt（G）= lt（ I）。

推论 1［8］ 设 I 是环 S 中的理想，G =｛gl ，⋯，gt｝SI \｛0｝。如果 G 是 I 的 Grobner 基，则 I =（gl ，

⋯，gt）=（G），即 I 的 Grobner 基必定是 I 的生成元集合。

推论 2［8］ 设 G 是环 S 中 I 的 Grobner 基，对任何 f S，f  --
G

+ r，其中 r 相对 G 是既约，则 r 由 f 和

G 惟一确定。

定义 9 设 I 是 I［xl ，⋯，xI］的理想，对于字典序而言，如果 T（Ul ，U2 ，⋯，US）Olt（ I）=  ，称｛xl ，⋯，

xI｝的子集｛Ul ，U2 ，⋯，US｝为模 I 强独立的，称 i = max｛IU I IUC｛xl ，⋯，xI｝，并且 U 是模 I 强独立的｝是

理想 I 的强维数。

引理 2［ll］ 设 I 是 I［xl ，⋯，xI］的理想，则 i = dim（ I）= dim（ lt（ I））。

引理 3 设 I =（X l ，⋯，X r）是单项式理想，下列条件等价：（l）ht（ I）= r；（2）X l ，X 2 ，⋯，X r两

两相对素；（3）X l ，X 2 ，⋯，X r为无序正则列。

证明（l）=（2）：

设 Yi = xilxi2 ⋯xiti为 X i中出现的不定元之积， =（Yl ，⋯，Yr），显然有  =（（xll ）O⋯O（xltl ），⋯，
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（xrI ）O⋯O（xrtr
））。一般地，设 II ，⋯，IS， I ，⋯， t 是理想，有：

（O
S

l = I
Il ，O

t

m = I
 m）SO

l，m
（ Il ， m）

事实上 O
l，m
（ Il ， m）=O

l，m
（ Il +  m）2OO

S

l = I
Il + O

t

m = I
 m =（O

S

l = I
Il ，O

t

m = I
 m）

在我们的问题中  S O
I i  t 
I   r

（xIiI ，⋯，xrir
） O

考虑零点集有 V（ I）= V（!I）= V（ ）= V（O），O =!O，因此!I = O。

在!I的理想交表示中，相同者保留一个，有包含关系的把母集合去掉，剩下的素理想交为!I的极小准

素分解。因此 ht（!I）= m n
I i  t 
I   r

\｛xIiI ，⋯，xrir
｝\

由 ht（!I）= ht（ I）= r，说明每个素理想中无相同不定元，从而 X!I ，X!2 ，⋯，X!r两两相对素。

（2）=（3）

说明 X!r是 I［xI ，⋯，xI］/（X!I ，⋯，X!r - I ）的非零因子，其余类推。

设 X!r f = 
r -I

i = I
gi X!i，不妨设 f 已经不能合并同类项，同样可以假设右边在展开后不能再合并。设 X" 

SUpp（ f），存在某个 I  i0  r - I 使得 X!r X" = X!i0 X# 由于 X!r 与 X!i0 相对素，故 X!r I X#，从而有 X"  
（X!i0 ），故 f （X!I ，⋯，X!r -I ）。

显然上述证明对 X!I ，X!2 ，⋯，X!r的任一排列都对。

（3）=（I）：

由 S = I［xI ，⋯，xI］的 C - M 性有 ht（ I）= depth（ I）= r。
推论 ! 设 I =（X!I ，⋯，X!r）是单项式理想，X# 是单项式，那么

ht（ I，X#） ht（ I）+ I
证明 类似于引理 3 中（I）=（2）的证明。

注 " 推论 3 的一般情况不成立.
例 " I =（xI（xI - I），⋯，xI - I（xI - I），xI）， =（xI（xI - I），⋯，xI - I（xI - I）），则 ht（  ）= I，ht（ I）

= I.
注 # 设（A，m，I）是 C—M 局部环，ICm，y m，那么

ht（ I，y） ht（ I）+ I
证明 设 I =（xI ，⋯，xI），r = depth（ I，y），考虑 koszuI 复形与 depth 的关系，r 为使 Hr（ K（ xI ，⋯，xI，

y）） 0 的最小整数 Hr - 2（ K（ X，y）） Hr - 2（ K（ X））
1
 --
y

Hr - 2（ K（ X）） Hr - I（ K（ X，y））。因为首位两

项都是零，由 Nakayama 引理有 Hr - 2（ K（ X））= 0，因此 depth（ I）Br - I，depth（ I，y） depth（ I）+ I. 由

C—M 性得结论。

定理 " 在环 S = I［xI ，⋯，xI］中，F =｛gI ，⋯，gS ｝，I =（ F），那么：lp（ gi ）与 lp（ g ）（ i  ）相对素=
（I）F 为 I 的 Grobner 基；（2）ht（ I）= S。

证明 =：

设 gi = lt（gi ）+ pi（I i S），S（ i， ）= lt（gi ）（ lt（g ）+ p ）- lt（g ）（ lt（gi ）+ pi ）= lt（ gi ）p - lt（ g ）pi ，

如果 lt（ lt（gi ）p ）= lt（ lt（g ）pi ），即 lt（gi ）lt（p ）= lt（g ）lt（pi ），由于 lt（gi ）与 lt（g ）相对互素，因此 lt（gi ）

\ lt（pi ），矛盾。

=：

由引理 2 和引理 3 得证。

推论 $ 设 G =｛gI ，⋯，gl ｝为理想 I 的 Grobner 基，
S = max｛r \ X!i lt（I），I i r，X!i与 X! 互素｝

t = max｛U \ X!i lt（G），I i U，X!i与 X! 互素{ ｝
，那

么 t = S ht（ I）。

证明 设｛fI ，⋯，fS｝CI，且其首项两两相对互素，由定理 I 有 ht（ ）= S ht（ I）。
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由于 lt（gli）l lt（ fi），1 i S，1 li l，因为 lt（ fi）与 lt（ f ）相对互素，所以 lt（gli）与 lt（gl ）相对互素，

故 S t，另外，显然有 SBt，因此 S = t。
t 与 ht（ I）能相差多少，这是个诱人的问题。但是下面的例子给出了一个可悲的结论。

例 ! I =（Y1 ，Y2 ，Y3 ，Y4 ）是 I［ x1 ，⋯，x6 ］的理想，Y1 = x1x2x3 ，Y2 = x1x4x5 ，Y3 = x2x4x6 ，Y4 = x3x5x6 ，

｛Y1 ，Y2 ，Y3 ，Y4 ｝为 I 的 Grobner 基，且两两不相对互素，但是 ht（ I）= 2。

一般地，利用上述方法可以构造环 I［x1 ，⋯，xI（2I - 1）］中的单项式理想 I =（Y1 ，Y2 ，⋯，Y2I），两两不相

对互素，但是 ht（ I）= I。

定理 ! 设 F =｛g1 ，⋯，gS｝为理想 I 的 Grobner 基，ht（ I）= S，那么 g1 ，⋯，gS 为无序正则列。

证明 说明 gS 是 I［x1 ，⋯，xI］/（g1 ，⋯，gS - 1 ）的非零因子，其余类推。

设 gSf （g1 ，⋯，gS - 1 ）=  ，由定理 1 知道 lt（gi）与 lt（g ）相对互素，且｛g1 ，⋯，gS - 1 ）｝为  的 Grobner
基. 对 f 施以除算法。如果余项 r 0，gSr  ，lt（gS）lt（ r） lt（ ），那么存在 gi0（1 i0 S - 1），lt（gS）lt（ r）
= lt（gi0 ）X!，由于 lt（gS）与 lt（gi0 ）相对互素，知道 lt（gi0 ）l lt（ r），矛盾。

推论 " 设｛f1 ，⋯，fS｝CI［x1 ，⋯，xI］，如果 lt（ fi）与 lt（ f ）相对互素，那么｛f1 ，⋯，fS｝是无序正则列。

定理 # dim（ I）= 0，那么从 I 的 Grobner 基中可以选出无序极大正则列。

证明 dim（ I）= 0=T（x）Olt（ I） "=T（x）O｛lt（g1 ，⋯，gS）｝ "
其中，x ｛x1 ，⋯，xI｝，T（x）为 x 生成的单项式集合，G =｛g1 ，⋯，gS｝为 I 的 Grobner 基，从而存在正整数

I1 ，⋯，II 使得 xIi
i = lt（g i）（1  i S）。由定理 2 知 g 1 ，⋯，g I为无序极大正则列。

例 # I =（x2 + y + z - 1，x + y2 + z - 1，x + y + z2 - 1），x > y > z。
I 的 Grobner 基：G =｛g1 ，g2 ，g3 ，g4 ｝，g1 = x + y2 + z - 1，g2 = y2 - y - z2 + z，g3 = 2yz2 + z4 - z2 ，g4 = z6 -

4z4 + 4z3 - z2

ht（ I）= 3，｛g1 ，g2 ，g4 ｝是与序无关的极大正则列。下面证明｛g1 ，g2 ，g3 ｝也是极大正则列。设  =
（g1 ，g2 ），令 g3 f  ，不妨先对 f 进行除算法. 设 f = yh1（ z）+ h2（ z），g3 f = 2g2 z

2h1（ z）+ T，T  ，其中

T = y（ z4h1（ z）+ z2h1（ z）+ 2z2h2（ z））+（2z4h1（ z）- 2z3h1（ z）+ z4h2（ z）- z2h2（ z））

如果 h1（ z） 0 或 h2（ z） 0，则 lt（T）$lt（ ），从而，与 T  矛盾，因此得证。
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