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二阶中立型含逐段常滞量微分方程的伪概周期解的存在性!

杨淑芳，王 鑫

（国防科技大学 理学院，湖南 长沙 410073）

摘 要：讨论下列中立型含逐段常滞量微分方程的伪概周期解

d2
d 2

（ X（  ）+ 1（  ）X（  - 1））= GX（2［  + 1
2 ］）+ 8（  ，X（  ），X［  ］）

采用不动点定理和构造伪概周期序列的方法，得到了此方程的伪概周期解的存在性，并推广了文献［5 ~ 8］中

的有关结果。
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The Existence of Pseudo-almost Periodic Solutions of Second-order
Neutral Delay Differential Eguations with Piecewise Constant Argument

YANG Shu-fang，WANG Xin
（CoIIege of Science，NationaI Univ. of Defense TechnoIogy，Changsha 410073，China）

Abstract：We consider the foIIowing neutraI functionaI differentiaI eguation with piecewise constant deIay：
d2
d 2

（ X（  ）+ 1（  ）X（  - 1））= GX（2［  + 1
2 ］）+ 8（  ，X（  ），X［  ］）

By using fixed point theorem and the method of pseudo-aImost periodic seguence，we get the existence of the pseudo-aImost periodic
soIution of this eguation. AIso，some resuIts in reference［5 ~ 8］have been extended.

Key words：pseudo-aImost periodic soIution；pseudo-aImost periodic；piecewise constant deIay；seguence

本文讨论下列含逐段常滞量微分方程的伪概周期解的存在性：

d2
d  2

（X（  ）+ 1（  ）X（  - 1））= GX 2  + 1[ ]( )2 + 8（  ，X（  ），X［  ］） （1）

其中，G 是非零常数，1（  ）是伪概周期函数，8：! X ! X ! I"! 是关于  在 ! X ! 上的一致伪概周期函

数，［·］表示最大取整函数。

对任意整数 I，当 2I - 1#  < 2I 时，变量 T（  ）=  - 2［（  + 1）/ 2］是负的（方程（1）是超前型的），而

当 2I#  < 2I + 1 时，该变量是正的（方程（1）是滞后型的）。关于含逐段常滞量微分方程已有许多出色

的工作。这类方程最先是 Cooke 和 Wiener［1］以及 Shan 和 Wiener［2］所研究的。含逐段常滞量微分方程是

既含连续型又含离散型变量的动力系统，因而它们既有微分方程的性质，又有差分方程的性质，这是最

令人感兴趣的地方。Cooke 和 Wiener［3］叙述了关于含逐段常滞量微分方程的最新进展，其中可看出：已

往的工作主要集中于研究周期解的稳定性、振动性、存在性。在文献［4］中，PapaschinopouIos 研究这些方

程的拓扑等价性和渐近性态。Yuan［5］和 Li［6］证明下列含逐段常变量微分方程和方程（1）伪概周期解的

存在性：

d2
d  2

（X（  ）+ 1X（  - 1））= GX 2  + 1[ ]( )2 + 8（  ，X（  ），X［  ］） （2）

Yuan［7］和 Wangxin［8］证明方程（2）伪概周期解的存在性，推广 Zhang［9］关于概周期解的结论。
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假设函数 x：! I-! 是方程（l）的解，若下列条件都满足：

（l）x 在! 上是连续的；

（2）x（ t）+ px（ t - l）的二阶导数在 ! 存在，可能除去点 t = I "，但单侧导数存在；

（3）在每一个（I，I + l）上 x 满足方程（l），I "。

! 定义及引理

定义 !［8］ 称函数 f：! I-! 为伪概周期函数，若 f 可以表示成和式 f = f ap + f e；其中，f ap是概周期

的，f e 连续有界且满足：

M（ f e）：= lim
T- 

l
2T 

T

- T
f e d S = 0

f ap和 f e 分别称为函数 f 概周期部分和遍历扰动。

注 f ap 和 f e 都是唯一确定的。事实上，M（ f ap）= lim
T- 

l
2T 

T

- T
f ap d S 是 AP（!）的范数。

定义 "［8］ 称函数 g：! > ! > ! I-! 为关于 t 在 ! > ! 的一致伪概周期函数，若 g 可以表示成和

式 g = gap + ge，其中，gap是关于 t 在! > ! 一致概周期的，在任意 W;! > !，ge 连续有界且满足：

M（ge）：= lim
T- 

l
2T 

T

- T
ge（ t，x，y）d S = 0

在（x，y） W 上一致成立，gap和 ge 分别称为函数 g 的概周期部分和遍历扰动。

定义 #［6］ 称序列 x：" I-! 为伪概周期序列，若 x 可表示成和式 x（ I）= x ap（ I）+ xe（ I），I "，

其中 xap是概周期序列，xe 有界且

M（xe）：= lim
N- 

l
2TE

N

I = - N
xe（I） = 0

xap和 xe 分别称为 x 的概周期部分和遍历扰动。

引理 !［6］ 如果 f（ t）为伪概周期函数，则序列

｛f（l）I ｝I " = 
I+l

I 
S

I
f（!）d!d{ }S

I "
， ｛f（2）I ｝I " = 

I-l

I 
S

I
f（!）d!d{ }S

I "

为伪概周期序列。

引理 "［6］ 设 x（ t）是伪概周期函数，g（ t，·，·）为关于 t 在! > ! 的一致伪概周期函数，且满足：

g（ t，xl，yl）- g（ t，x2，y2）S"（ xl - x2 I + I yl - y2 ）， \（ t，xi，yi） ! > ! > !，i = l，2
则函数 g（ t，x（ t），x［ t］）是伪概周期函数。

引理 # 设 f（ t）、#（ t）是伪概周期函数，则 f（ t）#（ t）是伪概周期函数。

" 主要结论

设 PAP 表示所有连续的伪概周期函数所组成的集合。对任意# PAP，定义 # =Supt ! I#（ t）I
为最大模范数，则（PAP， · ）是 Banach空间，仍记为集合 PAP。

首先，考虑方程：

d2
d t2

（x（ t）+ p（ t）x（ t - l））= gx 2 t + l[ ]( )2 + f（ t） （3）

其中 f PAP。

对方程（3），考虑方程：

d2
d t2

（x（ t）+ p（ t）#（ t - l））= gx 2 t + l[ ]( )2 + f（ t） （4）

其中# PAP。

定理 ! 设 g > 0或 g < - 4，则对任意 f、# PAP，方程（4）有唯一伪概周期解。

证明：设 x（ t）是方程（4）在 ! 上的解。对任意 2I - lS t < 2I + l（I "），将方程从 2I 到 t 积分两
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次可得

（x（ t）+ p（ t）!（ t - l））-（x（2I）+ p（2I）!（2I - l））- d
d t（x（ t）+ p（ t）!（ t - l））

t = 2I
（ t - 2I）

= l
2 gx（2I）（ t - 2I）2 + 

t

2I 
S

2I
f（"）d"d S

由解的连续性得到：当 t = 2I + l，有

（x（2I + l）+ p（2I + l）!（2I））-（x（2I）+ p（2I）!（2I - l））- d
d t（x（ t）+ p（ t）!（ t - l））

t = 2I

= l
2 gx（2I）+ f（l）

2I

当 t = 2I - l，有

（x（2I - l）+ p（2I - l）!（2I - 2））-（x（2I）+ p（2I）!（2I - l））+ d
d t（x（ t）+ p（ t）!（ t - l））

t = 2I

= l
2 gx（2I）+ f（2）

2I

其中，｛f（l）
I ｝I !，｛f（2）

I ｝I !定义见引理 l，记

gI = f（l）
I + f（2）

I - p（I + l）!（I）- p（I - l）!（I - 2）+ 2p（I）!（I - l）

则有：

x（2I + l）-（g + 2）x（2I）+ x（2I - l）= g2I （5）

方程（5）对应的齐次方程是：

x（2I + l）-（g + 2）x（2I）+ x（2I - l）= 0 （6）

以下，对齐次差分方程（6）寻找形如 x（I）=#I 的特解，这时，#将满足方程

#2 -（g + 2）#+ l = 0 （7）

有两个非平凡解。

当 g > 0 或 g < - 4，方程（7）有两个不同的单根#l，#2，设 I#l I < l 和 I#2 I > l，令

cI = IlE
mSI-l
#I-（m+l）

l gm + I2E
m>I
#I-（m+l）

2 gm （8）

其中，Il，I2 待定。将方程（8）代入方程（5），得

IlE
mS2I
#2I+l-（m+l）

l gm + I2 E
m>2I+l

#2I+l-（m+l）
2 gm -（g + 2） Il E

mS2I-l
#2I-（m+l）

l gm + I2E
m>2I
#2I-（m+l）

2 g( )m

+ Il E
mS2I-2

#2I-l-（m+l）
l gm + I2 E

m>2I-l
#2I-l-（m+l）

2 gm = g2I

比较 gm 的系数，得

Il - I2 = l

Il（#l -（g + 2））+ I2#- l
2

{ = 0
由此解出

Il =
#l

#l -#2

I2 =
#2

#l -#










2

则由（8）式定义序列｛cI｝为（5）式的解，且易证｛cI｝是伪概周期序列。设

DI = cI + l + p（I + l）!（I）- cI - p（I）!（I - l）- l
2 gcI - f（l）

I

则易验证｛DI｝是伪概周期序列，令

x（ t）= - p（ t）!（ t - l）+（ c2I + p（2I）!（2I - l））+ D2I（ t - 2I）

+ l
2 gc2I（ t - 2I）2 + 

t

2I 
S

2I
f（"）d"d S，  2I - lS t < 2I + l，I  !
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则 x（ t）为方程（4）伪概周期解。

下证方程（4）伪概周期解的唯一性。设 x（ t）为方程（4）的另一伪概周期解。则｛x（ I）- x（ I）｝I !

是方程（6）的解。因此，存在 Il，I2 使得

x（I）- x（I）= Il!I
l + I2!I

2， I !
因伪概周期序列是有界的，可得 x（I）- x（I） 0（I !）。因 x（ t）和 x（ t）均是方程（4）的解，可得

（x（ t）+ p（ t）"（ t - l））-（x（2I）+ p（2I）"（2I - l））- c
c t（x（ t）+ p（ t）"（ t - l））

t = 2I
（ t - 2I）

= l
2 gx（2I）（ t - 2I）2 + 

t

2I 
S

2I
f（#）c#c S

和

（ x（ t）+ p（ t）"（ t - l））-（ x（2I）+ p（2I）"（2I - l））- c
c t（ x（ t）+ p（ t）"（ t - l））

t = 2I
（ t - 2I）

= l
2 g x（2I）（ t - 2I）2 + 

t

2I 
S

2I
f（#）c#c S

对任意 2I - l t < 2I + l，I !，则有：

 x（ t）- c
c t（ x（ t）+ p（ t）"（ t - l））

t = 2I
（ t - 2I）= x（ t）- c

c t（x（ t）+ p（ t）"（ t - l））
t = 2I

（ t - 2I）

令 t = 2I - l，得：

c
c t（ x（ t）+ p（ t）"（ t - l））

t = 2I
= c
c t（x（ t）+ p（ t）"（ t - l））

t = 2I

则对任意 t "，有 x（ t）  x（ t），对任意 f（ t）、p（ t） PAP，方程（4）有唯一的伪概周期解。

定理 ! 对任意 f（ t）、p（ t） PAP，若 g > 0 和 4M（2 + 3
g ）< l，或 g < - 4 和 4M（l + 3 - g

g + 4）< l，记

M = p（ t） ，则方程（3）有唯一的伪概周期解。

证明 定义算子 F：PAP I PAP
（F"）（ t）= - p（ t）"（ t - l）+（ c2I + p（2I）"（2I - l））+ D2I（ t - 2I）

+ l
2 gc2I（ t - 2I）2 + 

t

2I 
S

2I
f（#）c#c S， 2I - l t < 2I + l

则对任意"l，"2 PAP，设 g（l）
I ，g（2）

I ，c（l）
I ，c（2）

I ，D（l）
I ，D（2）

I 分别为与"l，"2 对应的 gI，cI，DI，gI，cI，DI

的定义如同定理 l，则可得：

I g（l）
I - g（2）

I I 4M "l -"2 

I c（l）
I - c（2）

I I 4M
I Il I

l - I!l I
+

I I2 I
I!2

( )I - l  "l -"2 

I D（l）
I - D（2）

I I 2M "l -"2 + 4M（2 + I g I
2 ）

I Il I
l - I!l I

+
I I2 I

I!2
( )I - l  "l -"2 

从而

（F"l）（ t）-（F"2）（ t） 4M l +（3 + I g I）
I Il I

l - I!l I
+

I2
I!2

( )( )I - l  "l -"2 

若 g > 0，将 Il =
!l

!l -!2
，I2 =

!2

!l -!2
，!l =

g + 2 - g2 + 4 g
2 ，!2 =

g + 2 + g2 + 4 g
2 代入以上不等式可

得：

I（F"l）（ t）-（F"2）（ t）I 4M（2 + 3
g ） "l -"2 ，  t "

若 g < - 4，将 Il =
!l

!l -!2
，I2 =

!2

!l -!2
，!l =

g + 2 + g2 + 4 g
2 ，!2 =

g + 2 - g2 + 4 g
2 代入以上不等

式可得：
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l F（!1）（ t）-（F!2）（ t）l 4M（1 + g - 3
g + 4） !1 -!2 ， V t !

在定理的假设中， F!1 - F!2 < !1 -!2 ，这表明 F 是压缩算子，由不动点定理可得 F 有不

动点，即方程（3）有伪概周期解。方程（3）有伪概周期解的唯一性的证明同定理 1。

定理 ! 对任意 p（ t） PAP，假设 g（ t，·，·）是关于 t 在! > ! 上的一致伪概周期函数，

g（ t，x1，y1）- g（ t，x2，y2） "（ x1 - x2 l + l y1 - y2 ），V（ t，xi，yi） ! > ! > !， i = 1，2

若 g > 0、4M（2 + 3
g ）+ 2"< 1，或 g < - 4 和 4M（1 + 3 - g

g + 4）+ 2"< 1，其中 M = p（ t） ，方程（1）有唯一

的伪概周期率。

证明 对任意! PAP，考虑方程：

d2
d t2

（x（ t）+ p（ t）!（ t - 1））= gx 2 t + 1[ ]( )2 + g（ t，!（ t），!［ t］） （9）

据定理 1，方程（9）有唯一的伪概周期解：

x!（ t）= - p（ t）!（ t - 1）+（ c2I + p（2I）!（2I - 1））+ D2I（ t - 2I）

+ 1
2 gc2I（ t - 2I）2 + 

t

2I 
S

2I
g（#，!（#），!［#］d#d S，V2I - 1 t < 2I + 1

定义算子 F：PAP-PAP，F（!）= x!，则对任意!1、!2 PAP，有：

（F!1）（ t）-（F!2）（ t） 4M 1 +（3 + l g l）
l I1 l

1 - l$1 l
+

l I2 l
l$2

( )( )l - 1  !1 -!2 + 2" !1 -!2 

在定理的假设中， F!1 - F!2 < !1 -!2 ，这表明 F 是压缩算子，由不动点定理可得 F 有不动点，

即方程（1）有伪概周期解。方程（1）有伪概周期解的唯一性的证明同定理 1。
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