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一类非线性动力系统的时滞反馈分叉控制!

钱长照1，李克安2

（1.湖南大学 工程力学系，湖南 长沙 410082； 2.湖南理工学院，湖南 岳阳 411400）

摘 要：对时滞控制作用下的参数激励 van der PoI-duffing 方程进行了研究，着重研究了时滞参数对该类

参数激励系统的 1 / 2 亚谐共振 - 主参数共振分叉响应控制。首先采用摄动法从理论上推导出时滞动力系统

的分叉响应方程，再采用数值模拟的方法研究了时滞参数对系统分叉响应的影响。研究结果表明，适当选取

时滞参数，不仅可以改变分叉响应曲线的拓扑形态，还可以平移分叉响应曲线，即使其分叉提前或滞后，还能

同时满足这两种要求。
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Bifurcation Controlling of a Nonlinear Dynamics System
with Time-dalays Feedback
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Abstract：The van der PoI-duffing eguation，excited under the parameters with two time deIays，is studied. The main aim is to
study 1 / 2 subharmonic-primary parametricaI resonance bifurcation of this system. Perturbation method is used to obtain the bifurcation
eguation with time-deIays，and numericaI method is utiIized to anaIyze the effect of time-deIays on the steady state response. The
research indicates that 1 / 2 subharmonic-primary parametricaI resonance bifurcation can be weII controIIed by time-deIays feedback.
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分叉与混沌一直都是非线性动力学研究的重要课题，许多科学工作者在这些方面做了大量的研究，

对于混沌的控制研究也取得比较成熟的成果，时滞反馈控制已成为控制混沌的主要方法之一［1］。当前，

非线性系统的分叉控制在国际上也正在形成一个专门的、全新的研究方向。文献［2］对分叉控制的理

论、方法和应用前景已经作了详尽的叙述。文献［3，4］对动力系统的时滞反馈控制进行了研究。

本文研究非线性动力系统

x" +e（H-Bx2）x· +m2 x +eax3 +efxsinOt = 0 （1）

的时滞反馈控制。事实上，动力系统（1）含有丰富的非线性动力行为，已有科学工作者对其分叉性质做

了研究［5］。本文研究的目的是设计线性时滞参数，对其系统的 1 / 2 亚谐共振 - 主参数共振分叉响应进

行控制。受控动力系统可以描述为

x" +e（H-Bx2）x· +m2 x +eax3 +efxsinOt =e［gpx（ t -r1）+ gdx
·
（ t -r2）］ （2）

1 平均方程和局部分叉分析

采用多尺度法来获得系统（2）的平均方程，设系统（2）具有下列形式的解

x（ t，e）= x0（T0，T1）+ex1（T0，T1）+ ⋯ （3）
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这里 T0 = t 为快变时间尺度，Tl = t 为慢变时间尺度。

本文只研究 l / 2 亚谐共振 - 主参数共振情况下的响应和分叉，以及时滞参数对该系统的分叉控制。

在这种共振情况下， 2 = 2 / 4 +  ，这里 为调谐参数。为便于分析，令 = 2。将（3）式代入方程（2），

并令等式两边 同次幂系数相等，得到摄动方程

D2
0 x0 + x0 = 0 （4）

D2
0 xl + xl = - 2D0Dl x0 - D0 x0 +Ox20D0 x0 - fx0cos2T0 -Bx

3
0 - 2 x0 + gpx0（ t - l）+ giD0 x0（ t - 2）

（5）

由多尺度方法［6］可得方程（2）一阶近似解

x0 = acos（ t +G）+ 0（ ） （6）

振幅 a 和相位角G由极坐标形式的平均方程控制：

ca
cTl

= - l
2 a + l

8Ba
3 - l

2 gpasin l +
l
2 giacos 2 +

l
4 fasin2G

a cG
cTl

= a - l
2 gpacos l -

l
2 giasin 2 +

3
8Oa

3 + l
4 facos2{

G
（7）

由稳态解条件
ca
cTl

= cG
cTl

= 0，在方程（7）中消除G得分叉方程

l
2 e -

l
8Ba( )2 2

a2 +  e +
3
8Oa( )2 2

a2 = l
l6 f

2a2 （8）

式中

 e = + gpsin l - gicos 2， e = - l
2 gpcos l -

l
2 gisin 2 （9）

显然，平均方程（7）总是存在零解 a = 0。又由分叉方程（8）可知该方程会产生 3 种可能的解，除零

解 a = 0 外，其他解可由下列代数方程的根给出：

（9O2 +B
2）a4 + 8（6O e -B e）a2 + l6 4 2

e + 
2
e -

l
4 f( )2 = 0 （l0）

对方程（l0）的可能解进行分析：

（I）4 2
e + 

2
e -

l
4 f 2> 0，l2O e - 2B e > 0，方程（l0）存在唯一零解；

（ ）4 2
e + 

2
e -

l
4 f 2= 0，l2O e - 2B e!0，方程（l0）存在唯一零解；

（I）4 2
e + 

2
e -

l
4 f 2= 0，l2O e - 2B e < 0，方程（l0）可能存在两个实数解；

（v）4 2
e + 

2
e -

l
4 f 2< 0，（3O e + 2B e）

2 - f 2

4（9O2 +B
2）< 0，方程（l0）存在唯一零解；

（\）4 2
e + 

2
e -

l
4 f 2< 0，（3O e + 2B e）

2 - f 2

4（9O2 +B
2）= 0，方程（l0）可能存在两个实数解；

（v）4 2
e + 

2
e -

l
4 f 2< 0，（3O e + 2B e）

2 - f 2

4（9O2 +B
2）> 0，方程（l0）可能存在三个实数解。

根据以上分析，可在参数平面（ e， e）上画出全局分叉集，如图 l 所示。

由平均方程及分叉集可以看出，系统含有丰富的动力学分叉特性，且其分叉性质与时滞参数有关，

也就是说，时滞参数的改变影响着分叉特性，适当选取参数可以消除或延迟系统产生的分叉行为。

! 零解的稳定性分析

为了便于研究零解的稳定性，将平均方程写成直角坐标形式

cU
cTl

= - eU + f
4 - ( )e 1 + l

2（OU - 3B1）（U2 + 12）

c1
cTl

= f
4 + ( )e U - e1 +

l
2（3BU +O1）（U2 + 12{ ）

（ll）
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图 1 参数平面（2 e， e）上的分叉集

Fig.1 The bifurcatiOn Set On the parametric plan（2 e， e）

系统（11）有一个零解（U，1）=（0，0），在零解处，平均方程（11）的 JacObi 矩阵为

DwF \（U，1）=（0，0）=
- e

f
4 - e

f
4 - e - 











e

（12）

这里 w =（U，1）T，对应于零解的特征方程

 2 + 2 e + 1
16（16 2 + 4 

2
e - f 2）= 0 （13）

由方程（13）可以看出，当 e = 0， e = i f / 4 时，零解的两个特征值都成为零，因此该条件下零解可

能发生余维 2 退化分叉。

由以上分析可以看出，系统（1）、（2）存在着非常丰富的非线性动力学行为，其分叉方式也比较复杂。

本文将用数值模拟的方法研究分叉响应曲线及时滞参数对这些分叉的控制。

! 局部分叉的数值模拟

为了便于分析，将两个延迟时间表示为 1 = ， 2 = + ，则参数 e 和 e 可以表示为

 e = + gpSin - gdcOS（ + ）， e = - 1
2［gpcOS + gdSin（ + ）］ （14）

由方程（14）可得

（ e - ）2 + 4（ e - ）2 = g2
p + g2

d + 2gpgdSin （15）

方程（15）是一个随 变化的椭圆方程，当 =!/ 2 和 = 3!/ 2 时，存在两个极限椭圆，本文着重对

这两种状态进行分析。

当 =!/ 2 时，方程（14）可以表示为

 e = +（gp + gd）Sin ， e = - 1
2（gp + gd）cOS （16）

随着迟滞时间 的变化，分别得到其最大值和最小值：

 e = i \ gp + gd \， e = 或 e = ， e = i \ gp + gd \ （17）

当 = 3!/ 2 时，方程（14）可以表示为

 e = +（gp - gd）Sin ， e = - 1
2（gp - gd）cOS （18）

随着迟滞时间 的变化，分别得到其最大值和最小值：

 e = i \ gp - gd \， e = 或 e = ， e = i \ gp - gd \ （19）

作为算例，取 = - 0 .5， = 1 .8，f = 3 .0， = 0 .1，gp = 0 .9，gd = 0 .1 进行数值模拟，以此分析迟滞参

数对系统（1）的分叉控制。

由图 2 可以看出，适当选取时滞参数，不仅可以改变分叉响应曲线的拓扑形态（a），还可以平移分叉

响应曲线（b），即使其分叉提前或滞后，还能同时满足这两种要求。分析结果表明，时滞系统能有效地对
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图 2 原系统及受控系统的分叉响应曲线

Fig.2 The bifurcation curves of originai and controiied system

该类参数激励系统的 1 / 2 亚谐共振 - 主参数共振分叉响应进行控制。当然，系统（1）还含有其它类型的

分叉，如主共振，1 / 3 亚谐共振的分叉，对其时滞控制有待进一步研究。

4 结 论

对时滞控制作用下的参数激励 van der Poi 方程进行了研究，着重研究了时滞系统对该类参数激励

系统的 1 / 2 亚谐共振 - 主参数共振分叉响应控制。采用摄动法从理论上推导出含有时滞参数的分叉响

应方程，采用数值模拟的方法研究了时滞参数对系统分叉响应的影响。结果表明，适当选取时滞参数，

不仅可以改变分叉响应曲线的拓扑形态，还可以平移分叉响应曲线，即使其分叉提前或滞后，还能同时

满足这两种要求。本文试探性地研究了时滞系统对该类参数激励系统的 1 / 2 亚谐共振 - 主参数共振分

叉响应控制，得到满意的结果，说明时滞系统在分叉控制领域研究方面会有着更为广泛的前景。
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