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结合多层快速多极和 ILUT 预处理算法分析复杂目标的电磁特性!

董 健，柴舜连，毛钧杰

（国防科技大学 电子科学与工程学院，湖南 长沙 410073）

摘 要：分层快速多极算法（MLFMM）和 ILUT 预处理算法被结合来分析电大尺寸目标的电磁散射和辐射

特性。采用矩量法求解电磁场积分方程，最终须要求解一线性方程组。分层快速多极算法被用来加速用迭代

法求解线性方程组时的矩阵向量乘积的运 算。 ILUT 预 处 理 算 法 被 用 来 降 低 方 程 组 系 数 矩 阵 的 条 件 数，加 快

迭代法的收敛速度。计算实例表明了该方法的通用性和高效性。
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Combining MLFMM and ILUT Preconditioner for Analysing
Electromagnetism Characteristic of the Large Complex Target
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Abstract：Eiectromagnetism characteristics of iarge compiex target are anaiysed by combining muitiievei fast muitipoie method and

ILUT preconditioner . We must soive a iinear system when soiving eiectromagnetic integrai eguation by moment method . Muitiievei fast

muitipoie method is used to fast caicuiate the matrix-vector product when we soive the iinear system by iterative method . ILUT

preconditioner is used to reduce the prove condition number on the iinear system and speed up the convergence iterative method .

Numericai experiments show the robustness of our method .
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边界积分方程（BIE）结合矩量法（MOM）用以分析理想导体目标的电磁散射和辐射问题在近二十年

来取得了很大的发展［1 ~ 3］。用矩量法求解积分方程，最后要求解一复系数稠密线性方程组。如采用直

接方法（如高斯消元法，LU 分解法）计算，其存储量和计算量分别为  （N2）与  （N3）。采用迭代法求解

线性方程组，可减少计算量，但其所需存储量和计算量依然很大，均为  （N2）量级。

20 世纪 90 年代以来，快速多极方法（FMM）［4］被广泛应用于电磁场积分方程求解过程中。作为 20
世纪十大 算 法 发 明 之 一［5］，其 多 层 快 速 算 法（MLFMM）可 以 把 迭 代 法 中 的 矩 阵 向 量 乘 积 运 算 降 为

 （N iogN），进而整个求解过程的计算量降为  （NiterN iogN），存储量需求亦降为  （N iogN），Niter为迭代

法收敛需要的迭代次数。对于复杂目标的散射和辐射问题，离散电磁场边界积分方程后得到的线性方

程组通常是病态或近似病态的，即其系数矩阵的条件数很大，这将导致迭代算法的收敛速度很慢，甚至

不能收敛到准确的结果，可通过预处理方法来提高迭代算法的收敛速度。本文改进了 ILUT 预处理算

法，使用 MLFMM 的近场矩阵做原始矩阵，通 过 动 态 的 填 充 和 丢 弃 方 法 来 产 生 与 原 矩 阵 有 着 相 同 存 储

量，但具有不同稀疏格式的 L 矩阵和 U 矩阵。这一预处理算法经验证，在处理电磁散射和辐射问题中

非常有效。对很多类型的问题，包括一些强病态问题，都可以使迭代算法在较少的迭代次数内收敛。最

后，对电大尺寸金属散射体和喇叭天线的电磁特性计算验证了本文方法的有效性和准确性。

1 电磁场积分方程

考虑自由空间中一理想导体（PEC）目标。其所占区域为 D，! 表示其外表面，! 表示其表面的外法
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向矢量。E = ESca + Einc表示空间中的总场，ESca和 Einc分别表示空间中的散射场和入射场。可以通过求

解电场积分方程（EFIE）或磁场积分方程（MFIE）来得到这一问题的解。

EFIE：V y6 ，

（ n > Einc）（ y）= -    0J G（ x - y）J（ x）d S（ x[ ]） > n（ y）+ -  
  0J v yG（ x - y）v ·J（ x）d S（ x[ ]{ ）

> n（ y }） （l）

MFIE：V y6 ，

（ n > Hinc）（ y）= J（ y）

2 + n（ y）>J v xG（ x - y）> J（ x）d S（ x[ ]） （2）

为消除内部谐振问题，并 加 快 迭 代 求 解 过 程 的 收 敛 速 度，可 以 使 用 EFIE 和 MFIE 的 线 性 组 合，即

CFIE：

CFIE = EFIE +（l - ）
-  
k MFIE （3）

在上面的三种积分方程中，因边界条件限制，EFIE 可用来分析具有开放导体面和闭合导体面的问

题，MFIE 和 CFIE 只能用来分析具有闭合导体面的问题。

矩量法求解积分方程，首先要把散射体的表面电流用基函数展开，这里我们选择了定义在三角型对

上的 RWG 函数作为基函数。这就要求把目标表面作三角形网格剖分。RWG 函数与网格中的每一连接

两三角形的内部边相对应［2］。采用 Gaierkin 方法，即选取与基函数相同的检验函数与离散化以后的方

程作内积，可以得到矩阵方程：

 gI = Vg （4）
其中，g = EFIE，MFIE，CFIE，表示积分方程类型，I =｛In｝为待求量，表示三角形网格中每一边上的离

散电 流 值。可 以 看 到，所 得 到 的 线 性 方 程 组 的 系 数 矩 阵 为 复 系 数 稠 密 矩 阵，其 中  EFIE 为 对 称 矩 阵，

 MFIE和  CFIE为非对称矩阵。求解这一线性方程组，即可得到目标表面电流，进而可以计算远场、RCS 等

电磁参数。

! 分层快速多极算法

矩量法离散积分方程得到了一复系数稠密线性方程组。其系数矩阵的存储量需求为 0（ N2）量级，

N 为表面电流未知量 个 数。可 采 用 迭 代 法 求 解。在 迭 代 法 中，矩 阵 向 量 乘 积 构 成 了 计 算 量 的 主 要 来

源。目前，对于复系数非 Hermitan 线性方程组，KryioV 子空间算法是最为有效的一类迭代算法，包括双

共轭梯度法（BICG）、无 转 置 最 小 残 差 法（TFOMR）、广 义 最 小 残 差 余 量 法（GMRES）、稳 定 双 共 轭 梯 度 法

（BICGSTAB）等［6］。

快速多级算法（FMM）是美国耶鲁大学数学家 V . Roihiin、Greengard 等人在 20 世纪 80 年代末期提出

的一种用以快速计算多个点源的场的算法［7，8］。这一算法可被用来加速用迭代法求解积分方程时的矩

阵向量乘积的运算。其主要基于空间分组的思想，并利用了积分方程的积分核，即格林函数的可分离性

特点。矩量法离散积分方程得到的系数矩阵与待求电流向量的乘积可认为是计算由 N 个源点产生的

场在 N 个场点的值。直接计算 N 个场点的值需要 0（N2）的计算量。通过把场点和源点进行空间分组，

把场源点之间的作用转化为组与组之间的作用，可把计算量降为 0（Nl .5）。把空间多层分组，采用层叠

算法，可把计算量进一步降为 0（N iogN）。

对于所要计算的电磁散射问题，应用 FMM 主要基于下面的公式：

e -  I I P + M I

I P + M I = -  I iiml、 JS
2 e

-  I（ S，M）Tl，P（ S）d S P，M6 R3 （5）

其中，Tl，p（ S）为定义在单位球面 S2 上的转移函数：

TL，P（ S）= Z
L

m = 0

（2m + l）（ -  ）m

4!
h（l）

m（ I I P I）Pm［cos（ S，P）］ （6）
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其中，h（I）
m 为第一类球汉克尔函数，Pm 为勒让德多项式，<  ，> 为标量积，L 为截断系数。

把式（5）中的球面积分 离 散 化，即 选 取 定 义 在 单 位 球 面 上 的 单 位 方 向 矢 量 SP 和 相 应 的 积 分 权 值

!P，并考虑空间中相隔较远的两球形区域 SI 和 S2，其中心和半径分别为 CI、C2 和 RI、R2。对与 SI 中

任意一点 xI 和 S2 中任意一点 x2，定义：P = CI - C2，M = xI - CI + C2 - x2，则有：xI - x2 = P + M，代

入（5）式可得到：

e - j I I xI - x2 I

I xI - x2 I ~
- j IE

P
!Pe - j I <  P，xI - CI > TL，P（ SP）e - j I <  P，x2 - C2 > （7）

可以看到，对于任意的场点 xI 属于 SI 和任意的源点 x2 属 于 S2 均 成 立。 TL，CI - C2
（ SP ）与 具 体 的

场、源点的位置无关，只与场、源点所在区域有关。

注意（7）式中的“~”号。有两处会引起计算误差：一处是在计算 Tl，p（ S）时，需要把无限项求和转换

为了有限项，截断系数为 L；另一处是球面积分的计算，采用了数值积分，这会导致计算误差。所以快速

多级算法是一种近似的算法，在计算过程中会引入误差。可以通过选取截断系数 L 和球面积分点的数

目来控制这一误差。一般地，L = Id + c ln（!+ Id），其中，d 为空间分区后的最大分区尺寸，c = - lg（"），

"为计算精度。比如，当计算精度要求为 0 .00I 时，c = 3。球面积分点一般选取 2 L2 个。

用矩量法求解 CFIE，得到的线性方程组的系数矩阵元素可表示为：

ZCFIE
mn =# $X$

G（ x - y） Jm（ x）·Jn（ y）- I
I2V$

·Jm（ x）V$·Jn（ y[ ]） d$（ y）d$（ x）+（I -#）
- j
I ·

I
2 $Jm（x）·Jn（x）d$（x）+（I -#）

- j
I $Jm（x）·n（x）> $ VxG（x - y）> Jn（y）d$（y）d$（x） （8）

快速多极算法只应用于场点和源点不重合的情况，也即检验函数和展开函数定义在不同的三角形

对上。在此情况下，（8）式中等号右边求和式中的第二项为 0。把（7）式代入（8）式中，有：

ZCFIE
mn ~ - j IE

P
!PRm（ SP）·TL，CI - C8

（ SP）Fn（ SP） （9）

其中，Fn（ SP）和 Rm（ SP）定义为：

Fn（SP）= SP $（y）
e - jI < S

P
，Cr - y >  n（y）d$（y）> SP

Rm（SP）=#SP $（x）
e - jI < S

P
，x - C >  m（x）d$（x）> SP +（I -#） $（x）

e - jI < S
P
，x - C >  m（x）> n（x）d$（x）> S{ P

（I0）

注意，（I0）式中的积分为单重面积分。因为基函数和检验函数的局部性质（定义在相邻的三角形对

上），可以使用数值积分方法来计算。与（8）式相比，（I0）式分离了积分中的 x、y 分量，使本来需要计算

的双重面积分转换为了可分别计算的单重面积分。而且，（9）式 只 能 应 用 于 x、y 相 隔 较 远 的 情 况 下。

当 x、y 距离很近时，需要用（8）式计算系数矩阵的值。

要应用快速多极算法实现快速矩阵向量乘积的运算，仅仅应用（9）式的近似表达还不够。在（9）式

中除了要计算三角形上的面积分外，还要计算单位球面上的积分。快速多极算法之所以可实现快速矩

阵向量乘积运算，其原因在于空间中相互距离很近的一组基函数到一组检验函数所在区域的场可以用

同一个转移函数来表示，为了应用这一性质，首先需要把待求解问题进行空间分组，即把基函数和检验

函数进行空间分组。

原线性方程组的系数矩阵 Z 可表示为近场矩阵和远场矩阵的和，Z = Znear + Zfar。则矩阵向量乘积

运算：V = ZI = ZnearI + ZfarI = Vnear + Vfar。快速多极算法可用于加速计算 Vfar = ZfarI。其计算过程可分

为 3 步：

（I）计算每一分组 Pr 中的函数 Fr（ Sp）：

Fr（ Sp）= E
xn Pr

Ine - j I < SP
，Cr - xn > （II）

（2）计算分组 Pr 的远场组对 Pr 的影响：
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Gr（ sp）= !
PtfarfromPr

Ft（ sp）TL，Cr - Ct
（ sp） （12）

（3）计算 Vfar
m " Pr：

Vfar
m = - j I!

SP

!PGr（ sp）e - j I < sp，xm - Cp > （13）

可以通过空间分层分组的方法把快速多极算法的计算量和存储量降为 0（ N logN）。从上面的分析

中可看到，快速多极算法中，需要计算量最大的部分为转移函数的计算（式（12））。对于单层快速多极算

法，当空间分组尺寸减少，分组数目增大时，式（12）的计算量增长得非常快。这限制了 FMM 应用于很大

的计算问题中。而分层快速多极算法可有效地解决这一问题，就像快速傅立叶变换（FFT），MLFMM 通过

把计算区域分层分组，利用层间递推的思想来减少转移函数的计算量。分层快速多极算法（MLFMM）的

基本步骤与快速多极算法（FMM）一样，但多了层与层之间的插值和滤波运算。这是因为各层分组的尺

寸不同，其球面积分点的数目也不同。这一运算是高效实现 MLFMM 的关键。有很多方案可以选择，比

如 Lagrange 插值（0（N）），基于 FFT 的谱域插值（ 0（ N1 .5）），一维 FMM - FFT 插值 0（N logN），稀松插值

0（N）等［9］。我们采用的是一种改进的基于 FFT 的谱域插值算法，其计算量为 0（N logN），这将导致整

个算法的计算量为 0（N log2N），存储量为 0（N logN）。

3 ILUT 预处理算法

对于前面提到的三种积分方程，EFIE 属于第一类弗雷得霍姆积分方程，其离散化后得到的线性方

程组的系数矩阵是病态矩阵，即条件数比较大。这将导致迭代算法的收敛速度很慢，甚至得不到准确的

结果。可通过预处理方法来解决这一问题。预处理方法，就是通过一个预处理矩阵把原来求解线性方

程组问题 ZI = V 转换为另一个等效问题 MZI = MV。其中预处理矩阵 M 为 I 阶非奇异性矩阵。这一

转换过程的目的是使新线性方程组问题的系数矩阵 MZ 的条件数远小于原线性方程组的条件数。这

将使迭代法的收敛速度加快，迭代次数 Niter明显减小，从而提高整个程序的计算速度。

现有的预处理算法主要有主对角、快对角、ILU（0）分解、ILU（ I）分解、ILUT、SPAI 等方法［6，10，11］。对

于要分析的复杂电磁问题，一些简单的预处理算法，如块对角、ILU（0）等，在求解大规模强病态矩阵时，

迭代的收敛速度非常慢或不能收敛。 ILU（ I）算法通过增加预处理阵 M 的元素个数来提高其有效性，

这需要较大的存 储 量。通 过 使 用 ILUT 预 处 理 算 法，预 处 理 矩 阵 M 的 存 储 量 与 MLFMM 的 近 场 矩 阵

ZIear相同，可在不增加存储量需求量级的情况下有效地提高计算的收敛速度。M 通过对近场矩阵 ZIear

做 ILU 分解来得到，在分解过程中，通过两个参数"、p 来控制动态的填充和丢弃策略。!可用来控制计

算量的需求，p 可用来控制存储量的需求。具体的算法描述可参看 Y . Saad 的专著［6］。在算法实现中，

我们改进了文献［6］中的 ILUT 算法，采用了二叉搜索树来快速查找和保留 ILU 分解后 L 和 U 矩阵中最

大的 p 个元素，这里 p 表示 L、U 矩阵每行中允许的最大元素个数，这样处理一方面可控制 M 的最大存

储需求，另一方面可大大地提高 M 的计算速度。预条件矩阵 M 的存储需求为 2 > p > N。

4 数值实现

因为 RWG 基函数时建立在三角形网格的基础之上的，数值模拟的第一步，就是建立目标的计算机

模型，并对模型进行三角形网格剖分。这可以通过一些完善的 CAD、CAE 软件来实现。这些软件一般

都可以对目标模型进行三角形网格剖分，并可以生成相应的网格数据文件供计算程序使用。网格数据

文件一般包括了网格的节点表，存储了节点编号和坐标；单元表，存储了单元编号和组成单元的节点编

号。通过这两个表，采用一定的排序和检索算法，可以得到计算所需的所有其它数据结构，包括边表、基

函数表、面元连接表等；对于封闭导体面，还要构造其外法向量表，即使面元的法向量均指向模型外部。

在计算近场矩阵 ZIear矩阵单元时，会遇到积分的奇异性问题。对于 EFIE 和 MFIE 积分的奇异项和

近似奇异项，可以通过奇异项提取的方法处理［2，12，13］，对于非奇异项积分，可用定义在三角面元上的数

值积分方法计算［13］。
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实现快速多极算法，首先要进行空间的多层分区，即把计算区域用立方体分层包围起来。可以使用

八叉树数据结构来描述这一分区方法［14］。八叉树中的各个节点与空间分区的各立方体相对应，每一叶

子节点对应空间分区中各最小立方体。MLFMM 计算中需要的各层节点间的遍历可通过对节点相应键

值的移位运算得到。

在实现中，使用了无转置最小残差法（TFOMR）［6］作为求解矩阵方程的迭代算法，计算结果表明，通

过和 ILUT 预处理算法结合，这一算法可以较快地达到收敛精度。

! 计算结果

下面给出我们开发的基于 MLFMM 和 ILUT 预处理算法的电磁计算代码的一些计算结果。其中，目

标模型由通用建模软件 AutoCAD 建立，网格通过网格剖分软件 GID 与 FEMAP 产生。

图 2 为直径为 2m 的导体球在 2Ghz 的平面波照射下的双站 RCS。其中未知量 N = 226 584，使用了

CFIE、7 层 MLFMM、主对角预处理算法。TFOMR 迭代算法迭代 28 次收敛，收敛误差为 0 .001。

为了验证各种电磁计算代码的准确性和通用性，美国国家航空航天局（NASA）给出了一些标准的低

散射截面目标的设计尺寸和 RCS 的测量结果［15］。其中杏仁体是应用最广的一个标准验证目标。图 2
为长度为 9 .936inch 的 NASA 杏仁体在 9 .92Ghz 的平面波照射下的单站 VV 极化 RCS 的 MLFMM 计算结

果和测量结果。其中未知量 N = 9333，使用了 CFIE、7 层 MLFMM、ILUT 预处理算法和 TFOMR 迭代算法。

每一个单站角度约迭代 30 次，迭代误差 0 .001，计算时间约为 5min。

图 3 给出了长度为 17m 的 F117 飞机模型在 400Mhz 的平面波照射下的表面电流，显示的是实部绝

对值。其中，未知量 N = 65 136，使用了 CFIE、8 层 MLFMM、ILUT 预处理、TFOMR 迭代算法。入射波与水

平方向成 30  角向下入射。极化为!方向。计算时共迭代 16 次，迭代残差为 0 .001，计算时间小于 1h。

图 1 导体球在 2Ghz 的双站 RCS 和电流分布

Fig .1 Bistatic RCS and currents distribution
of conductor sphere at 2Ghz

图 2 杏仁体（Almond）的单站 RCS，VV 极化

Fig .2 Monostatic RCS of almond，VV polarzation

图 4、5 分别为 10 .1Ghz 时，某扇形喇叭天线的表面电流分布，E 面和 H 面的方向图。喇叭尺寸 a =

2 .286，b = 1 .016，A = 12 .37，B = 9 .195，L = 25 .6，单位为 cm［16］。其中，未知量 N = 25 356，使用了 EFIE、6
层 MLFMM、ILUT 预处理算法。TFOMR 迭代算法迭代 26 次收敛，收敛误差为 0 .001。整个计算时间约为

0 .5h。

" 结 论

通过结合 MLFMM 和 ILUT 预处理算法，可以对电大尺寸复杂目标的电磁散射和辐射特性进行快速

准确的计算。数值结果表明，ILUT 预处理算法可有效地解决线性方程组系数矩阵的病态问题，提高迭

代算法的收敛速度。我们开发的基于 MLFMM 和 ILUT 预处理算法的电磁计算代码，可以方便地与通用

建模和网格剖分软件接口，用以快速分析复杂导体目标的电磁特性。数值计算结果验证了我们的电磁
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图 3 长 17m 的 F117 飞机模型在 400MHZ 的表面电流

Fig .3 Currents distribution of 17 meters
iong F117 aircraft modei at 400MHZ

图 4 10 .1GHZ 时喇叭天线的表面电流分布

Fig .4 Currents distribution of horn antenna at 10 .1GHZ

图 5（a） 10 .1GHZ 时，扇形喇叭天线 ! 面方向图

Fig .5（a） E-face radiation pattern of
horn antenna at 10 .1GHZ

图 5（b） 10 .1GHZ 时，扇形喇叭天线 " 面方向图

Fig .5（b） H-face radiation pattern of
horn antenna at 10 .1GHZ

计算代码的准确性和通用性。
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